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一般の確率変数
確率分布

• 確率変数 X :
– 値がランダムに決定される変数
– 任意の区間 [a, b] に含まれる確率が定められている

• 確率分布 P (または単に分布):
– 区間 [a, b] (a ≤ b) に X が含まれる確率

P (a ≤ X ≤ b)

– 「確率変数 X は確率分布 P に従う」という
– 現象の理解のためには実現値より確率分布にこそ興味がある

極限定理
• 大数の法則，中心極限定理，少数の法則など

• 緩やかな条件のもとで一般の確率変数の列についても成立する
– 大数の強法則は平均が存在すれば成立する

(平均と分散は後に定義する)
– 2次のモーメントをもたない (計算できない)場合には中心極限定理は成立しない

(そもそも分散が定義できない)

確率変数列の独立性
• 定義

n 個の確率変数 X1, X2, . . . , Xn が 独立 であるとは，ai ≤ bi (i = 1, . . . , n) なる任意の実
数 a1, b1, . . . , an, bn に対して

P (a1 ≤ X1 ≤ b1, a2 ≤ X2 ≤ b2, . . . , an ≤ Xn ≤ bn)

= P (a1 ≤ X1 ≤ b1)P (a2 ≤ X2 ≤ b2) · · ·P (an ≤ Xn ≤ bn)

が成り立つことをいう．

確率変数列の同分布性
• 定義

n 個の確率変数 X1, X2, . . . , Xn が 同分布 であるとは，a ≤ b なる任意の実数 a, b に対して

P (a ≤ X1 ≤ b) = P (a ≤ X2 ≤ b) = · · · = P (a ≤ Xn ≤ b)

が成り立つことをいう．



離散分布
離散分布

• 離散型確率変数:
– 取りうる値が有限個
もしくは可算無限個 (例えば整数値のみとる場合)

• 離散分布:
– 離散型確率変数の確率分布
– X = x となる確率 P (X = x) で完全に決定される
– 関数 f(x) = P (X = x) を確率関数 (確率質量関数) と呼ぶ

離散分布の平均
• 定義

以下の右辺が定義できる (絶対収束する)とき離散型の確率変数X の 平均 (または 期待値
)を

E[X] :=
∑
x∈X

xP (X = x)

で定義する．
ただし X は X の取りうる値 (無限個も可)の集合

– 級数
∑

x∈X xP (X = x) が定義できない場合はX は 平均をもたない とする

• 確率変数の変換 ϕ(X) の期待値

E[ϕ(X)] :=
∑
x∈X

ϕ(x)P (X = x)

• p 次の モーメント (あるいは 積率 )

E[Xp] =
∑
x∈X

xpP (X = x)

– X が正整数 p 次のモーメントをもてば，q ≤ p なるすべての正整数 q 次のモーメントをもつ

離散分布の分散
• 定義

Var(X) :=E[(X − E[X])2]

=
∑
x∈X

(x− E[X])2P (X = x)

– X が 2次のモーメントをもつ ときのみ定義できる
– 分散の平方根

√
Var(X) を 標準偏差 と呼ぶ
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離散一様分布
離散一様分布の確率関数

• 集合 {x1, . . . , xn} 上の離散一様分布:
相異なる実数 x1, . . . , xn を箱 (壺)から取り出す試行

• 確率関数:

f(x) =
1

n
, x ∈ {x1, . . . , xn}

離散一様分布の平均と分散
• 平均:

E[X] =

n∑
i=1

xif(xi) =
1

n

n∑
i=1

xi = x̄

• 分散:

Var(X) =

n∑
i=1

(xi − E[X])2f(xi) =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2

離散一様分布に従う乱数
• 歪みのないサイコロを 1回投げたときに出る目の分布は, 集合 {1, . . . , 6} 上の離散一様分布に従う

• 乱数の発生は sample() が利用できる ( replace=TRUE; 復元抽出)

a <- 1:6 # サンプリング対象の集合をベクトルとして定義
sample(a, size=20, replace=TRUE) # 離散一様分布 (20個)

[1] 1 5 2 2 3 6 6 6 5 6 1 5 3 1 3 1 2 5 6 4

二項分布
二項分布の確率関数

• 試行回数 n , 成功確率 p の二項分布:
確率 p で成功する試行を n 回行った総成功回数

• 確率関数:

f(x) =
(n
x

)
px(1− p)n−x, x = 0, 1, . . . , n

• 平均は np , 分散は np(1− p) で与えられる

二項分布の平均と分散
• 平均:

E[X] =

n∑
x=0

xf(x) =

n∑
x=0

x
(n
x

)
px(1− p)n−x

=

n∑
x=1

n!

(x− 1)!(n− x)!
px(1− p)n−x

= np

n−1∑
x=0

(n− 1

x

)
px(1− p)n−1−x

= np
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二項分布の平均と分散
• 2次モーメント:

E[X2] =

n∑
x=0

x2f(x) =

n∑
x=0

x(x− 1)
(n
x

)
px(1− p)n−x + E[X]

= n(n− 1)p2
n−2∑
x=0

(n− 2

x

)
px(1− p)n−2−x + np

= n(n− 1)p2 + np = (np)2 + np(1− p)

• 分散:

Var(X) = E[X2]− E[X]2 = np(1− p)

二項分布に従う乱数
• 表が出る確率が p のコインを n 回投げたときに表が出る回数は，試行回数 n ，成功確率 p の二項分
布に従う

• 試行回数 1の二項分布を Bernoulli分布 と呼ぶ

• 乱数の発生は rbinom() を用いる

rbinom(10, size=1, prob=0.2) # Bernoulli分布 (10個)
rbinom(20, size=5, prob=0.6) # 二項分布 (20個)

[1] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

[1] 2 3 3 4 2 2 2 3 4 4 4 4 2 3 4 2 2 3 4 3

• 確率関数は dbinom() で計算できる

演習
数値実験の雛形 (離散分布)

• 人工的に生成した乱数と理論曲線 (確率関数)との比較を行う

• 数値実験の雛形は以下のようになる

mc <- 10000 # 実験回数を指定
myRandom <- function(){...} # 乱数生成のプログラム
myDist <- function(){...} # 必要であれば理論曲線を定義

# ただし多くの場合 d"乱数名"で定義されているので不要
myData <- replicate(mc, myRandom()) # Monte-Carlo実験
myTable <- table(myData)/mc # 同じ値の頻度から確率を計算
plot(myTable, type="h", lwd=3, col="blue") # 乱数の分布の表示
myRange <- min(myData):max(myData) # 乱数の範囲を取得
lines(myRange + 0.3, myDist(myRange),

type="h", lwd=3, col="red") # ずらして表示

練習問題
• 二項分布に関して以下を考察せよ．

– 平均と分散の計算を確認しなさい．
– X1, . . . , Xn を成功確率 p の Bernoulli 分布に従う独立同分布な確率変数列とする．このとき∑n

i=1 Xi の分布は，試行回数 n , 成功確率 p の二項分布に従う．これをグラフに描画して確認
しなさい．
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Poisson分布
Poisson分布の確率関数

• 強度 λ の Poisson分布: Po(λ) (λ > 0)
少数の法則に現れた滅多に起こらない事象の起こる回数の分布

• 確率関数:

f(x) =
λx

x!
e−λ, x = 0, 1, . . .

Poisson分布の平均
• 平均:

E[X] =

∞∑
x=0

xf(x) =

∞∑
x=0

x
λx

x!
e−λ = e−λ

∞∑
x=1

λx

(x− 1)!

= λe−λ
∞∑
x=0

λx

x!
= λ

Poisson分布の分散
• 2次モーメント:

E[X2] =

∞∑
x=0

x2f(x) =

∞∑
x=0

x(x− 1)
λx

x!
e−λ + E[X]

= e−λ
∞∑
x=2

λx

(x− 2)!
+ λ = λ2e−λ

∞∑
x=0

λx

x!
+ λ

= λ2 + λ

• 分散:

Var(X) = E[X2]− E[X]2 = λ

Poisson分布に従う乱数
• 一定時間に放射性物質から放射される粒子の数や，一定時間に発生する交通事故の数などは Poisson
分布に従うことが知られている

• 発生確率が低い事象が十分長い期間で起こる回数の分布は Poisson分布で近似できる (少数の法則)

• 乱数の発生は rpois() を用いる

rpois(15, lambda=1) # 強度 1の Poisson分布 (15個)
rpois(15, lambda=10) # 強度 10の Poisson分布 (15個)

[1] 0 0 0 1 2 0 2 3 0 0 0 1 2 0 4

[1] 5 9 8 9 15 13 7 10 15 9 8 9 10 10 11

• 確率関数は dpois() で計算できる
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演習
練習問題

• Poisson分布に関して以下を考察せよ．
– 平均と分散の計算を確認しなさい．
– X,Y を独立な 2つの確率変数とし，それぞれ強度 λ1, λ2 の Poisson分布に従うとする．このと
き, 和 X + Y の分布は強度 λ1 + λ2 の Poisson分布に従う．これをグラフに描画して確認しな
さい．

幾何分布
幾何分布の確率関数

• 成功確率 p の幾何分布: (0 < p ≤ 1)
成功するまでの回数の分布

• 確率関数:

f(x) = p(1− p)x, x = 0, 1, . . .

幾何分布の平均
• 平均:

E[X] =

∞∑
x=0

xf(x) =

∞∑
x=0

xp(1− p)x = p(1− p)

∞∑
x=1

x(1− p)x−1

= −p(1− p)
d

dp

∞∑
x=1

(1− p)x = −p(1− p)
d

dp

1− p

p

= −p(1− p) ·
(
− 1

p2

)
=

1− p

p

幾何分布の分散
• 2次モーメント:

E[X2] =

∞∑
x=0

x2f(x) =

∞∑
x=0

x(x− 1)p(1− p)x + E[X]

= 2
(1− p

p

)2

+
1− p

p

• 分散:

Var(X) = E[X2]− E[X]2 =
1− p

p2

幾何分布に従う乱数
• 表が出る確率が p のコインを投げ続けて，初めて表が出るまでに出た裏の回数は，成功確率 p の幾何
分布に従う

• 乱数の発生は rgeom() を用いる

rgeom(15, prob=0.1) # 成功確率 0.1の幾何分布 (15個)

[1] 13 12 17 9 4 20 9 4 4 2 5 12 12 3 17

• 確率関数は dgeom() で計算できる
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連続分布
連続分布

• 連続型確率変数:
– 取りうる値が任意の実数またはある範囲の実数
取りうる値のパターンが数多いため実数で近似

• 連続分布:
– 連続型の確率変数の確率分布
– 非負の値をとる実数上の関数 f の積分で表される

P (a ≤ X ≤ b) =

∫ b

a

f(x)dx (a < b)

– 関数 f を 確率密度関数 (または 密度)と呼ぶ

連続分布の平均
• 連続型の確率変数 X の平均:
積分

∫∞
−∞ xf(x)dx が絶対収束するときX の 平均 (または 期待値)を

E[X] :=

∫ ∞

−∞
xf(x)dx

で定義する

• 積分
∫∞
−∞ xf(x)dx が絶対収束しない場合は

X は 平均をもたない とする

• 確率変数の変換 ϕ(X) の期待値:

E[ϕ(X)] :=

∫ ∞

−∞
ϕ(x)f(x)dx

• p 次の モーメント (あるいは 積率 ):

E[Xp] =

∫ ∞

−∞
xpf(x)dx

• X が正整数 p 次のモーメントをもてば，q ≤ p なるすべての正整数 q 次のモーメントをもつ

連続分布の分散
• 分散:

Var(X) :=E[(X − E[X])2] = E[X2]− E[X]2

=

∫ ∞

−∞
(x− E[X])2f(x)dx

• X が 2次のモーメントをもつ ときのみ定義できる

• 分散の平方根
√

Var(X) を 標準偏差 と呼ぶ
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一様分布
一様分布の密度関数

• 区間 (a, b) 上の一様分布: U(a, b)
区間 (a, b) のランダムな値の選択を表す分布

• 確率密度関数:

f(x) =

{
1

b−a (a < x < b)

0 (上記以外のとき)

一様分布の平均
• 平均:

E[X] =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx =

1

b− a

∫ b

a

xdx

=
b2 − a2

2(b− a)
=

a+ b

2

一様分布の分散
• 2次モーメント:

E[X2] =

∫ ∞

−∞
x2f(x)dx =

1

b− a

∫ b

a

x2dx

=
b3 − a3

3(b− a)
=

a2 + ab+ b2

3

• 分散:

Var(X) = E[X2]− E[X]2 =
(b− a)2

12

一様分布に従う乱数
• 乱数の発生は runif() を用いる

runif(8) # 区間 (0,1)上の一様乱数 (8個)
runif(8,min=-1,max=1) # 区間 (-1,1)上の一様乱数 (8個)

[1] 0.8934222 0.8374676 0.9429601 0.0145980 0.7374499 0.8167079 0.8499580 0.3557752

[1] 0.82656768 0.14184622 0.33402916 0.78421607 -0.84066127 0.03089434 -0.05458026 -
0.28873713

• 確率密度関数は dunif() で計算できる

正規分布
正規分布の密度関数

• 平均 µ , 分散 σ2 の正規分布: N(µ, σ2)
(µ は実数, σ は正の実数)

• 確率密度関数:

f(x) =
1√
2πσ2

exp
(
− (x− µ)2

2σ2

)
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• 平均 0, 分散 1の正規分布を 標準正規分布 と呼ぶ

• Gauss分布 と呼ぶこともある

正規分布の特徴付け
• 物理実験等の観測誤差の分布はしばしば正規分布でモデル化される

• 真の平均を標本平均で推定した際の推定誤差の確率分布は，サンプル数が大きくなるに従って正規分
布に近づいていく (中心極限定理)

• 中心極限定理の特殊な形 (de Moivre-Laplaceの定理)
– X1, . . . , Xn を成功確率 p の Bernoulli分布に従う独立同分布な確率変数列とする
– Y =

∑n
i=1 Xi は試行回数 n , 成功確率 p の二項分布に従う

– Bernoulli分布は平均 p , 分散 p(1− p) である
– 中心極限定理により∑n

i=1 Xi − np√
np(1− p)

=

√
n( 1n

∑n
i=1 Xi − p)√

p(1− p)
=

Y − np√
np(1− p)

の分布は標準正規分布で近似できる
– p が非常に小さい場合，特に np がそれほど大きくならない程度に p が小さい場合は，(Y −

np)/
√
np(1− p) の分布の正規近似よりも，Y の分布は強度 np の Poisson分布による近似の方

が精度がよい (少数の法則)

正規分布に従う乱数
• 乱数の発生は rnorm() を用いる

rnorm(8) # 標準正規乱数 (8個)
rnorm(8,mean=1,sd=2) # 平均 1分散 4=2^2の正規乱数

[1] -0.6650509 -2.4025302 -0.1857557 0.5248555 0.7685646 -0.3529816 -1.4531691 1.1536218

[1] -0.9336163 -0.7094493 -0.2618427 2.7262346 -0.8270724 -1.2346831 3.9153473 -1.3877579

• 確率密度関数は dnorm() で計算できる

演習
数値実験の雛形 (連続)

• 人工的に生成した乱数と理論曲線 (確率密度)との比較を行う

• 数値実験の雛形は以下のようになる

mc <- 10000 # 実験回数を指定
myRandom <- function(){...} # 乱数生成のプログラム
myDist <- function(){...} # 必要であれば理論曲線を定義

# ただし多くの場合 d"乱数名"で定義されているので不要
myData <- replicate(mc, myRandom()) # Monte-Carlo実験
hist(myData, freq=FALSE) # 乱数の分布 (密度)の表示
curve(myDist(x), add=TRUE) # 理論曲線 (確率密度) 変数 xを明示した方が良い
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練習問題
• 正規分布に関して以下を考察せよ．

– U1, U2 を (0, 1) 上の一様分布に従う独立な確率変数とする．このとき

X1 =
√
−2 log(U1) cos(2πU2),

X2 =
√
−2 log(U1) sin(2πU2)

とおくと，X1, X2 は独立かつともに標準正規分布に従う．これをグラフに描画して確認せよ.
(この変換を Box-Muller変換と呼ぶ)

ガンマ分布
ガンマ分布の密度関数

• パラメータ ν , α のガンマ分布:
Γ(ν, α) または G(α, ν) (ν > 0 , α > 0)

• 確率密度関数:

f(x) =

{
αν

Γ(ν)x
ν−1e−αx (x > 0)

0 (x ≤ 0)

ただしガンマ関数 Γ(ν) は以下で定義される:

Γ(ν) =

∫ ∞

0

xν−1e−xdx

ガンマ分布の性質
• ν, α はそれぞれ 形状パラメータ ，レート と呼ばれることがある
• 平均は ν/α , 分散は ν/α2 で与えられる

• ガンマ分布は応用上重要な確率分布を含む
– 指数分布
– χ2 分布

ガンマ分布に従う乱数
• 乱数の発生は rgamma() を用いる

rgamma(8, shape=3, rate=1) # ガンマ分布 (8個)
rgamma(8, shape=1, rate=3) # 異なるパラメタのガンマ分布 (8個)

[1] 1.802485 1.902434 3.347141 3.918793 1.623367 4.351713 2.275915 5.553971

[1] 0.1927981 0.2631090 0.3607283 0.6959008 0.1745951 0.2292665 0.4850804 0.2995948

• 確率密度関数は dgamma() で計算できる

指数分布の密度関数
• パラメータ λ の指数分布: Exp(λ) (λ > 0)

f(x) = Γ(1, λ) =

{
λe−λx (x > 0)

0 (x ≤ 0)

• λ は レート と呼ばれることがある
• 平均，分散はそれぞれ λ−1 , λ−2 で与えられる
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指数分布に従う乱数
• 乱数の発生は rexp() を用いる

rexp(8) # レート 1の指数分布 (8個)
rexp(8, rate=0.5) # レート 0.5の指数分布 (8個)

[1] 0.42427962 0.94357726 1.27939432 0.23980398 0.30844442 1.18718178 4.23631622 0.04970174

[1] 0.01972266 0.55759951 1.04971477 0.54822347 0.41653489 1.22658622 0.63830204 3.30132305

χ2 分布の密度関数
• 自由度 k の χ2 分布: χ2(k) (k > 0)

f(x) = Γ(k/2, 1/2) =

{
1

2k/2Γ(k/2)
xk/2−1e−x/2 (x > 0)

0 (x ≤ 0)

χ2 分布の特徴付け
• χ2 は カイ二乗 と読む

• 平均, 分散はそれぞれ k , 2k で与えられる

• 標準正規分布に従う k 個の独立な確率変数の二乗和は自由度 k の χ2 分布に従う

χ2 分布に従う乱数
• 乱数の発生は rchisq() を用いる

rchisq(8, df=1) # 自由度 1のカイ二乗分布 (8個)
rchisq(8, df=4) # 自由度 4のカイ二乗分布 (8個)

[1] 0.07319328 1.83097383 0.56376500 0.14951056 1.03625293 1.50680547 1.49106120 0.10656904

[1] 3.744658 5.126675 1.654344 4.077579 4.720529 1.533913 1.959178 3.026519

• 確率密度関数は dchisq() で計算できる

演習
練習問題

• χ2 分布に関して以下を考察せよ．
– 標準正規分布に従う k 個の独立な確率変数の二乗和は自由度 k の χ2 分布に従うことを確認し
なさい．

t 分布
t 分布の密度関数

• 自由度 ν の (Studentの) t 分布: t(ν) (ν > 0)

• 確率密度関数:

f(x) =
1√
πν

Γ((ν + 1)/2)

Γ(ν/2)

(
1 +

x2

ν

)−(ν+1)/2

• Student は t 分布を導入した統計学者 Gossetのペンネーム
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t 分布の平均と分散
• 平均:

E[X] = 0 (ただし ν > 1)

• 分散:

Var(X) =
ν

ν − 2
(ただし ν > 2)

t 分布の特徴付け
• Z を標準正規分布に従う確率変数，Y を自由度 k の χ2 分布に従う確率変数とし，Z, Y は独立であ
るとする．このとき確率変数

Z√
Y /k

は自由度 k の t 分布に従う

t 分布に従う乱数
• 乱数の発生は rt() を用いる

rt(8, df=1) # 自由度 1の t分布 (8個)
rt(8, df=4) # 自由度 4の t分布 (8個)

[1] 0.4398390 -72.6380990 10.3316808 8.2887410 -0.1264286 -1.6164610 1.5751200 -
0.8081483

[1] -0.4716454 -0.2181931 0.8584984 1.3452077 3.3167011 -0.9790767 2.9737991 0.8999151

• 確率密度関数は dt() で計算できる

演習
練習問題

• t 分布に関して以下を考察せよ．
– Z を標準正規分布に従う確率変数，Y を自由度 k の χ2 分布に従う確率変数とし，Z, Y は独立
であるとする．このとき確率変数

Z√
Y /k

は自由度 k の t 分布に従うことを確認しなさい．

F 分布
F 分布の密度関数

• 自由度 ν1, ν2 の F 分布: F (ν1, ν2) (ν1 > 0, ν2 > 0)

• 確率密度関数:

f(x) =

{
(ν1/ν2)

ν1/2

B(ν1/2,ν2/2)
xν1/2−1

(1+ν1x/ν2)(ν1+ν2)/2 (x > 0)

0 (x ≤ 0)

12



F 分布の平均と分散
• 平均:

E[X] =
ν2

ν2 − 2
(ただし ν2 > 2)

• 分散:

Var(X) =
2ν22(ν1 + ν2 − 2)

ν1(ν2 − 2)2(ν2 − 4)
(ただし ν2 > 4)

F 分布の特徴付け
• Y1, Y2 をそれぞれ自由度 k1, k2 の χ2 分布に従う独立な確率変数とする．このとき, 確率変数

Y1/k1
Y2/k2

は自由度 k1, k2 の F 分布に従う

F 分布に従う乱数
• 乱数の発生は rf() を用いる

rf(10, df1=4, df2=7) # 自由度 4,7の F分布 (10個)
rf(10, df1=7, df2=12) # 自由度 7,12の F分布 (10個)

[1] 2.6554983 0.4810344 1.5231108 1.0028063 1.5631551 1.2798698 0.5770864 1.6981885 4.6650677 0.9087536

[1] 0.4852032 0.2284288 0.3781766 0.3909396 0.3900949 1.4176221 7.0026846 0.7627817 0.1191574 0.4631477

• 確率密度関数は df() で計算できる

演習
練習問題

• F 分布に関して以下を考察せよ．
– Y1, Y2 をそれぞれ自由度 k1, k2 の χ2 分布に従う独立な確率変数とする．このとき, 確率変数

Y1/k1
Y2/k2

は自由度 k1, k2 の F 分布に従うことを確認しなさい．

課題
• 来週までに自身の興味のあるデータを収集しておく

– データ収集の方法を整理しておく
– 講義で利用する

• 参考となるサイト
– e-Stat (総務省) https://www.e-stat.go.jp

– 気象庁 http://www.jma.go.jp/jma/index.html

– World Bank https://data.worldbank.org

– Yahoo! finance https://finance.yahoo.com
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