
感染症の確率シミュレーション
数理モデルと相転移現象

N. Murata

2020年 4月 2日

1 はじめに
感染爆発 (pandemic)を防ぐために，外出の抑制など感染者との接触の
機会を減らす努力が行われているが，数理的な観点からこれがどのよう
に影響するかを定性的に調べる．
以降の実験は R言語を用いて行っている．実験に用いた Rscriptは

GitHub から参照できる．

2 数理モデル
人が相互に接触して感染症が拡大する過程は，数理的にはグラフ上の確
率的な拡散過程としてモデル化することができる．
ウイルスの拡散に限らず，噂の伝搬や情報の漏曳などある対象から別
の対象へ繋がる経路を通って，何かが伝わる現象のモデル化として一般
化できる．グラフとは頂点 (vertex, node) と辺 (edge, link) からなり，
複数の対象の関係を表現するための数学的な道具である．
まず，感染のモデルを記述するための用語を定義する．

頂点 グラフの構成要素で，本稿では人に対応する．以下では i 番の人
を表す場合に頂点 i と書く．

辺 グラフのもう一つの構成要素で，頂点同士の繋がりを表す．頂点 i
と j の間に辺があるとき，これを辺 ij と書く．感染の可能性の
ある接触機会の有無を辺の有無で表し，実際に感染するかどうか
は以下の感染確率で表現する．1

感染確率 感染者と未感染者が接触の機会を持ったときに感染が起こる
確率を表す．2

潜伏期間 感染から発症までの期間を指す．この期間の接触は感染を引
き起さないとする．

発症期間 感染者から他者に感染することが可能な期間を指す．3 感
染者は潜伏期間および発症期間中は自由に動けるものとし，以降
は隔離されると考える．4

さて，これらの概念を用いて簡便な感染過程を考える．
各頂点は，未感染 (susceptible)，潜伏 (latent)，発症 (present), 隔離

(removed)の 4状態を取るものとする．未感染以外の状態 (潜伏・発症・
隔離)を感染 (infected)と呼ぶことにする．
感染した頂点は潜伏期間ののち発症し，他者に感染可能となる発症期
間に以降する．発症した頂点と直接辺で結ばれている未感染の頂点は，
感染確率に従って感染し潜伏に遷移するか，感染せずにそのまま未感染
の状態を維持する．発症した頂点は発症期間を経て隔離されるものとす
る．現実の過程では，

1 ここで考える接触はいわゆる濃厚接触
に限らず，比較的密集した空間に同時に
留まることがあり，感染を引き起こす可
能性のあるものを含めて考えることとす
る．例えば，会社の同じ部署にいる，ある
いは同じエレベータや電車などを使うな
どを想定すれば良い．
2 接触機会に対して必ずしも感染が起こ
るとは限らないので，この不確定性を確
率的なものとして取り扱う．接触機会と
して濃厚接触のみを考える場合は，感染
確率を 1 に近づければよい．
3 医学的な用語とは齟齬があるが，モデル
を簡潔に記述するために発症してはじめ
て他者に感染させる可能性があるものと
して扱う．
4 隔離には現実的には回復・死亡によるも
のも含まれる．
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• 感染確率 (他者に感染させる確率)

• 潜伏期間 (感染から発症に至る期間)

• 発症期間 (隔離されるまで感染を媒介する期間)

のいずれもが感染者ごとに異なると考えられるが，ここでは簡単のため
全ての感染者に対して同一であるとしてモデル化する．
記号を定義し，定式化すると以下のようになる．時刻 t における頂点

i の状態を Si(t) で表し，潜伏期間を ∆L ，発症期間を ∆P で表すこと
にする．頂点は非負の整数値を取り，その値はそれぞれ以下の状態に対
応する．

Si(t) ∈ NS = {0} (未感染)
Si(t) ∈ NL = {1, . . . ,∆L} (潜伏)
Si(t) ∈ NP = {∆L+1, . . . ,∆P} (発症)
Si(t) ∈ NR = {∆P+1, . . .} (隔離)

したがって，状態 Si(t) には頂点 i が感染してからの単位時間数が保
持されることになる．
頂点 i と j の間に辺 ij があり，頂点 i は未感染で，頂点 j が発症期
間にある場合，感染は確率 p で各辺ごとに独立に起こるとする．

Pr(頂点 j から iに感染する) = p

Pr(頂点 j から iに感染しない) = 1− p

まとめると状態の遷移は以下の規則に従って単位時間ごとに行われる．

Si(t+1) =


0, (未感染)
1, (新たな感染)
Si(t) + 1 (それ以外)

以上が，基本的なモデルとなる．
現実を模擬するには，

• どのようなグラフ構造 (人と人の繋がり)を想定するのか?

• 離散時間モデルの単位時間 (以下では日を想定する)に対して潜伏
期間，発症期間をどのように設定するか?

• 感染確率をどの程度に見積るのか?

という点が肝要となる．

3 感染の推移
まず，比較的小さなグラフを用いて感染モデルの数値実験を行い，その
結果を視覚化する．
以下では集団のグラフ構造の生成モデルとしてWatts-Strogatzのモ
デルを用いる．5 このモデルはリング状に配置された頂点の近傍に
のみ辺がある規則的なグラフを初期値とし，適当な確率で辺の張り替え
を行って生成されるグラフである．辺の総数は変わらないが，辺を張り
替える確率を制御することで，規則的なグラフからランダムなグラフま
でさまざまなグラフを生成することができる．6 なお，直接結合す
る近傍の頂点の数，すなわち頂点に結合する辺の数を次数と呼ぶ．図 1
に示したのは，頂点数 30，初期次数 6，張替確率を 0,0.05,1とした場合
に生成されるグラフの例である．
次に，表 1に示すパラメタのもとで生成したグラフ上を感染が拡大す
る様子を模擬した数値実験の結果を図 2に示す．図 2(a)は系全体の初

5 Watts, D., Strogatz, S. Collective dy-
namics of ‘small-world’ networks. Na-
ture 393, 440 – 442 (1998). https:
//doi.org/10.1038/30918

6 たとえばワッツ・ストロガッツのスモー
ルワールドグラフのモデル作成 @ Math-
Works などを参照．
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(a) 張替確率 = 0(規則的なグラフ)
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(b) 張替確率 = 0.05
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(c) 張替確率 = 1(ランダムグラフ)

図 1: Watts-Strogatz のモデル．張替確
率を変えることによって規則的な構造か
らランダムな構造を持つものまで多様な
グラフを生成することができる．

期状態である．頂点同士を結ぶ辺の数から各頂点の接触機会は 6程度で
あることが見てとれる．頂点の状態は色で区別され，白色は未感染，黄
色は潜伏，赤色は発症，灰色は隔離に対応している．図 2(a)から (g)ま
では，時間 (以下単位時間を 1日と考える)の経過とともに感染状態が
どのように拡散し遷移していくかを示している．実験設定では感染確率
は 0.5であるが，発症期間を 3日として実験しているので，3日とも感
染しない確率は (1− 0.5)3 = 0.125 である．したがって接触している 3
日間で隣接するほぼ全ての頂点に感染が起こり，30日で系全体に感染
が拡大していく様子が見てとれる．全頂点数に対する感染した頂点の数
を感染率と定義し，図 2(h)にこの推移を示している．感染者が少ない
初期は拡がり方 (感染率)はゆっくりとしているが，拡がり始めると指
数的に速度が上昇することがわかる．

表 1: 実験設定

パラメタ 値
頂点数 100
初期次数 6 (3× 2)
張替確率 0.05
感染確率 0.5
潜伏期間 3
発症期間 3

4 確率的なばらつきの評価
確率的な数値実験では，乱数系列の違いによって結果はばらつくことに
なる．このため複数回の実験により可能性を網羅し，実験で得られる知
見の妥当性を担保する必要がある．7

以下の実験では，こうしたばらつきがどの程度あるかを確認する．乱
数によって生成している不確定な項目としては

• 発症者から未感染者への感染

• 感染の発生源

• 集団のグラフの構造

があるので，これらを順に検討する．ここでも集団のグラフ構造の生成
にはWatts-Strogatzのモデルを用いることとし，実験の設定を表 2に
まとめる．

表 2: 実験設定

パラメタ 値
頂点数 10000
初期次数 50 (25× 2)
張替確率 0.05
感染確率 0.04
潜伏期間 3
発症期間 3

まず，集団のグラフも初期の感染者も固定して，各辺で感染が起こる
かどうかのみランダムに選択したとき，どの程度結果に違いがあるのか
確認する．感染の推移を図 3に示す．左図は集団全体に対する感染者の
比率の推移を，右図は感染者数の対数値 (常用対数)の推移を示したも
のである．感染の拡大期には患者数 X(t) は指数的に増加する．

X(t) ' C exp(λt)

このとき
X(t+ 1)

X(t)
= exp(λ)

7 多数回の実験は時間や計算資源といっ
たコストが掛かるため，知りたいことが
単一または少数の実験でわかるなら，少
ない実験で済ませたい場合もある．この
ため，単一の実験でわかることとわから
ないことを見極める必要がある．
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(a) t = 1
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(b) t = 5
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(c) t = 10
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(d) t = 15
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(e) t = 20
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(f) t = 25
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(g) t = 30
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(h) 感染率の推移

図 2: 感染拡大の確率シミュレーション．
(a)-(g) は感染状態の遷移を，(h) は感染
率 (感染した頂点の数/全頂点数) の推移
を示す．頂点の色は状態に対応し
白色 : 未感染
黄色 : 潜伏
赤色 : 発症
灰色 : 隔離
である．時間経過とともに辺を伝わって
感染が拡大していく様子がわかる．この
実験設定では 30日でほぼ全員が感染した
状態になる．
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図 3: 感染の確率的な選択によるばらつ
き．感染拡大の始まる時期は異なるが，拡
大の指数的な速度の性質はほとんど変わ
らないことがわかる．

であるから，λ は単位時間あたりの感染者の増加率 (感染速度)を表す
量となる．感染者数 X(t) の両辺の対数を取ると

logX(t) ' λt+ logC

となることから，感染者数の対数を示した右図の傾きから指数の係数
λ を推定することができる．8 さて，図 3の左図を見ると初期の拡
がり方にばらつきはあるものの，右図から感染が拡大してからの速度は
ほぼ同じであることがわかる．したがって，感染が起こるかどうかの確
率的な選択は拡大開始の時期に影響を与えるが，感染者が指数的に増大
する時期の感染速度にはほとんど影響しないことがわかる．
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図 4: 感染の発生源の違いによるばらつ
き．前の場合と同様に，感染拡大の始ま
る時期は異なるが，拡大の指数的な速度
はほとんど変わらないことがわかる．

次に感染の発生源の違いによるばらつきを確認する．集団のグラフを
固定して，初期感染者をランダムに変えて実験した結果を図 4に示す．
図 3と同様に感染の拡大が開始される時間にばらつきはあるが，拡大速
度はほぼ同様であることが確認できる．

8 図では人数に換算しやすいように常用
対数を用いたが，対数の底は適宜取り直
せばよい．
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図 5: 同じ特性とつグラフにおける感染の
推移のばらつき．前の 2 つの実験と同様
に，感染拡大の動的な性質はほとんど変
わならいことがわかる．

最後に，初期次数と張替確率を固定してグラフを複数生成し，それぞ
れのグラフ上の感染の推移を調べた結果を図 5に示す．この実験でも同
様に，初期の拡がり方にばらつきはあるものの，感染が拡大してからの
速度はほぼ同じである．したがって，集団のグラフ構造の特性が同じで
あれば，感染の推移の性質は同様であることがわかる．
以上より，確率的な数値実験により，感染の拡大が始まる時期にばら
つきがあるものの，拡大の動的な性質は維持されていることがわかる．
以降のいくつかの項においては，1つの実験結果を見ながら拡大の速度
の定性的な議論を行うこととする．

5 グラフ構造の特性の影響
次に集団の関係をモデル化するグラフ構造の違いが，感染の拡大にどの
ように影響を与えるか確認する．
グラフの生成モデルは様々なものが提案されているが，これまで用い
てきたWatts-Strogatzのモデルに限定して，その生成パラメタの変化
が感染の拡がり方に及ぼす影響を調べることとする．
先にも述べたようにWatts-Strogatzのモデルは規則的なグラフとラ
ンダムなグラフの中間的なグラフ構造を生成することができるが，ここ
で議論する特性パラメタとしては

• 初期グラフの次数 (小さければ疎，大きければ密)

• 張替確率 (小さければ規則的，大きければランダム)

を考える．
まず，初期グラフの次数の影響を調べた結果を図 6に示す．左右の図
は，前項と同様にそれぞれ感染率の推移と感染者数の対数の推移である．
ここで次数以外の実験設定は表 2の値を用いている．
次数が最も小さい 10のときは，感染は集団全体に拡がることなく一部
の発症のみで終息している．それ以外では感染はほぼ集団全体に蔓延し
ているが，その中でも次数が少ない場合には拡大の速度は小さい．辺の
総数は次数 × 頂点数 /2 であるため，感染の可能性が次数 (辺で結合し
ている頂点の数)に比例して増大して感染速度が増加すると考えられる．
一方，ある程度以上の次数になると速度にそれほど大きな違いはない
ことがわかる．感染に寄与する辺は一方が感染，もう一方が未感染であ

6
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図 6: 初期次数の影響．近傍が最も少な
いとき感染の拡大は途中で停止している．
近傍が増加するに従って感染速度は上が
るが，ある程度で速度はほぼ飽和する．

るが，ある程度の数以上の辺があれば様々な経路で感染が拡がり，十分
な速度で近傍がほぼ全て感染者となるので，
結果として余分な辺は感染の伝播に寄与しなくなると考えられる．
次に，張替確率を 0から 1まで変えて，その影響を調べた結果を図 7
に示す．張替確率が 0の場合は次数が一定のリング状の規則的なグラフ
であり，1の場合は平均次数が初期値グラフと同じランダムなグラフと
なる．このモデルで生成されたグラフは張替確率を変えても辺の総数は
変わらず，また各頂点から出る辺の数も平均的に変わらないが，大きな
張替確率でランダムになるほどリングの反対側に直接繋がる辺が存在す
る確率が高くなる．ある頂点からリングの反対側の頂点への経路は，規
則的なグラフにおいては辺の存在する隣接した頂点を順に辿って到達し
なくてはいけないが，ランダムなグラフでは直接リングの反対側付近に
ある頂点に移動できる可能性が高いので，経由しなくてはならない頂点
の数は減少することになる．

1次元に配置した頂点間のユークリッド距離を空間上の距離と呼ぶこ
とにする．一方，グラフ上の距離をある頂点から他の頂点に移動するた
めに必要な最小の辺の数と定義する．2つの頂点が直接辺で繋がってい
れば距離 1，別の頂点 1つを経由して移動できる場合は距離 2となる．
規則的な場合は空間上の距離とグラフ上の距離はほぼ同じであるが，ラ
ンダムになると空間上の距離に比べてグラフ上の距離は平均的には著し
く短くなる．9 グラフ上の距離は感染が伝達する時間に比例し，短
ければ短時間で感染し，長ければ感染には時間が掛かる．このことから，
グラフ全体に感染が拡がる時間は，頂点間のグラフ上の平均距離に比例
することが予想される．10

さて，張替確率が 0の規則的なグラフの場合は，感染の伝播が一定数
で増加する特殊な伝播となっている．上で考察したように，規則的なグ
ラフでは最も遠い反対側の頂点に感染が伝わるまで順番に伝染していく
ためと考えられる．
一方，張替確率が 0以外では，一旦拡大しはじめると指数的に感染率
が増加して蔓延している．また張替確率がある程度大きければ，ほぼ同
じ速度で感染が拡大していることが見てとれる．ランダムネスがちょっ
とあるだけで感染の推移の性質ががらりと変わるのは，上で考察したよ
うに，任意の 2頂点間の平均的な距離が短くなるため，感染速度が拡大
すると考えられる．
以上より，感染の拡大においては

• 頂点の平均的な次数が大きい (接触する人数が多い)

9 この考え方は探索の高速化のためにデー
タベースなどでも利用されている．

10 視点を変えて考えることもできる．あ
るグラフの頂点同士の距離が与えられる
と，その距離を実現するように適当な次
元 (多くとも頂点数-1)の空間に頂点を配
置する (座標を与える) ことができる (多
次元尺度構成法)．規則的なグラフはもと
もとの配置に従って低次元空間の座標が
与えられ，ランダムなグラフの距離を実
現するためには高次元空間の座標を与え
る必要がある．ある 1 点から感染が拡大
していく状況は球面波が拡がっていく様
子として捉えることができ，感染者数は
経過時間を半径とする球面内に含まれて
いる体積に比例する．したがって感染者
の増大の仕方は頂点が配置される空間の
次元に依存し，高次元空間ほど増大の仕
方が急峻となる．
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図 7: 張替確率の影響．確率が大きくなる
にしたがって感染速度は増大するが，こ
の設定では 0.03を越えると速度に大きな
差がなくなっている．

• グラフのランダムネスが高い (空間的に離れた人と接触する)

ことが悪影響を与えていることがわかる．実際の環境で人は移動しつつ
他者と接触を持っているため，移動経路上でさまざまな人と接触し，ま
た人により接触する人が異なるため，集団のグラフは上記の悪影響の条
件を備えていると考えられる．逆に感染の拡大を防ぐためには，次数が
少なく規則的なグラフ構造にする必要があるが，これは感染しているか
否かに関わらず，移動が少なく，空間上の距離の意味で近隣の少数の人
としか接触しない状態を維持しなくてはならないことになる．11

6 感染モデルの特性の影響
次に感染モデルの特性が感染に与える影響を確認する．実験設定におい
て影響を調べるために変更した特性以外のパラメタは表 2の値を用いた．
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図 8: 潜伏期間の影響．潜伏期間が長くな
ると，感染速度が単調に減少しているこ
とがわかる．

まず潜伏期間の影響を調べた結果を図 8に示す．感染率の推移だけ見

11 これは多くの国・自治体が要請してい
る状態に他ならない．
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ると拡大が始まる時期がずれているようにも見えるが，対数表示すると
明瞭に指数増大の傾きが単調に減少している．潜伏期間の長さは同じ範
囲に感染が拡大するのに掛かる時間に比例することになるので，潜伏期
間の長さは速度にきわめて単純な形で影響を与えることがわかる．
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図 9: 発症期間の影響．感染を媒介する発
症期間が長くなれば感染速度は速くなり，
ある程度の長さになると速度は飽和する．

次に感染を媒介する発症期間の影響を調べた結果を図 9に示す．発症
期間が長ければ接触機会も増え，実質的な感染の確率が増大することが
予想される．しかしながら，感染速度は単純に増え続けるわけではない．
この実験設定では，発症期間 (隔離されるまでの間)が 1日の場合は感
染速度は遅いが (傾きは小さい)，それ以外は速度にそれほど差はない．
12

発症期間に辺で直接繋がれた隣の人に感染しない確率は

Pr(隣りに感染しない) = (1− (感染確率))(発症期間)

であるが，この確率は発症期間が長くなるに従って急速に 0に近づく
ため，隣の人が感染する確率

Pr(隣りが感染する) = 1− (1− (感染確率))(発症期間)

は急速に 1に近づき飽和する．つまりある程度発症期間が長ければ，
その長さによらずほぼ確実に感染が起こることになる．
また，感染者が隔離されるまでに 1名を越える人に感染させれば，指
数的 (鼠算的)に感染者は増大するため，したがって感染者が平均何名
に媒介するかが重要となる．まず，近傍の誰にも感染しない確率は

Pr(近傍の誰にも感染しない) = (1− (感染確率))(発症期間)×(次数)

であり，次数が大きい場合は発症期間の長さが短かくてもこの値は小
さな値となることがわかる．近傍の 1名以上が感染する確率は

Pr(近傍の 1名以上が感染する)

= 1− (1− (感染確率))(発症期間)×(次数)

であり，近傍の 1名のみが感染する確率は

Pr(近傍の 1名のみが感染する)

= (次数) × (1− (感染確率))(発症期間)×(次数 −1)

× (1− (1− (感染確率))(発症期間))

12 実質上は潜伏期間と発症期間の比率が
重要であり，この比が感染の速度を決定
していると考えられる．潜伏期間の長さ
を単位時間と考えれば，両方のパラメタ
をいじる必要はないが，数値実験上は実
際のパラメタと紐付け，潜伏期間，発症
期間をそれぞれ日を単位として扱いたい
ので，単位時間を 1日として考えている．

9



であるから，この差が 2名以上感染する確率となる．ある程度の次数
と発症期間があれば 1名のみが感染する確率は小さく，ほぼ確実に 2名
以上に感染することになるため，感染速度は容易に指数的になることが
わかる．このことから，感染を拡大しないためには，感染を媒介する期
間を短くするために，発症をすみやかに検知し，できるだけ早く隔離す
ることが重要であることがわかる．

0 20 40 60 80 100 120

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

時間経過

感
染
率

0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06

(a) 感染率の推移

0 20 40 60 80 100 120

0
1

2
3

4

時間経過

感
染
者
数
(常
用
対
数
)

0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06

(b) 感染者数 (常用対数) の推移

図 10: 感染確率の影響．感染確率が高く
なるに従い感染速度は速くなるが，ある
程度の確率で飽和する．一方，確率が低
い場合に蔓延せずに感染が終息する場合
がある．

感染確率を変えると少し異なる状況があらわれる．これを調べた結果
を図 10に示す．直感的に明らかなように，感染確率が高くなるに従い
感染速度は速くなり，ある程度確率が高くなると，発症期間を長くした
のと同様に感染速度は飽和している．一方，感染確率が低い場合にある
確率を境として蔓延せずに感染が終息している場合がある．
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図 11: 感染確率の影響による相転移．あ
る確率を境に感染が蔓延するかしないか
の最終状態が異なっている．

感染状況のこの不連続な変化を確認するために，感染確率を低い範囲
で動かしてより詳細に調べたのが図 11である．この実験設定では 0.01
を境に，ほとんど蔓延せずに終息するか，感染が蔓延するかに分岐して
いることがわかる．これはパーコレーション (浸透; percolation)による
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相転移現象の一種と考えられる．次項では，この現象の仕組みを調べて
みることにする．

7 感染拡大の相転移
前項では感染確率を動かしながら，感染拡大の劇的な変化 (一種の相転
移現象)を見たが，これは感染確率とグラフ構造の相対的な関係で現れ
る．感染確率を固定して，グラフ構造を変えながら観測することもでき
るが，ここでは感染が蔓延するかどうかにだけ興味があるので，感染の
拡大を制御するパラメタについてはできるだけ簡便なものを考える．見
通しを良くするために規則的なグラフを考え，感染確率のみを動かしな
がら，その影響を探る．

2次元の格子状に並んだ頂点の集合を考え，各頂点がその 4近傍と辺
で結ばれた規則的なグラフを考える．それ以外の実験設定を表 3にまと
める．

表 3: 実験設定

パラメタ 値
頂点数 4000
近傍数 4
感染確率 0.6
潜伏期間 0
発症期間 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

101 102 103 104 105 106 107 108 109 110 111 112 113 114 115 116 117 118 119 120

121 122 123 124 125 126 127 128 129 130 131 132 133 134 135 136 137 138 139 140

141 142 143 144 145 146 147 148 149 150 151 152 153 154 155 156 157 158 159 160

161 162 163 164 165 166 167 168 169 170 171 172 173 174 175 176 177 178 179 180

181 182 183 184 185 186 187 188 189 190 191 192 193 194 195 196 197 198 199 200

201 202 203 204 205 206 207 208 209 210 211 212 213 214 215 216 217 218 219 220

221 222 223 224 225 226 227 228 229 230 231 232 233 234 235 236 237 238 239 240

241 242 243 244 245 246 247 248 249 250 251 252 253 254 255 256 257 258 259 260

261 262 263 264 265 266 267 268 269 270 271 272 273 274 275 276 277 278 279 280

281 282 283 284 285 286 287 288 289 290 291 292 293 294 295 296 297 298 299 300

301 302 303 304 305 306 307 308 309 310 311 312 313 314 315 316 317 318 319 320

321 322 323 324 325 326 327 328 329 330 331 332 333 334 335 336 337 338 339 340

341 342 343 344 345 346 347 348 349 350 351 352 353 354 355 356 357 358 359 360

361 362 363 364 365 366 367 368 369 370 371 372 373 374 375 376 377 378 379 380

381 382 383 384 385 386 387 388 389 390 391 392 393 394 395 396 397 398 399 400

(a) t = 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

101 102 103 104 105 106 107 108 109 110 111 112 113 114 115 116 117 118 119 120

121 122 123 124 125 126 127 128 129 130 131 132 133 134 135 136 137 138 139 140

141 142 143 144 145 146 147 148 149 150 151 152 153 154 155 156 157 158 159 160

161 162 163 164 165 166 167 168 169 170 171 172 173 174 175 176 177 178 179 180

181 182 183 184 185 186 187 188 189 190 191 192 193 194 195 196 197 198 199 200

201 202 203 204 205 206 207 208 209 210 211 212 213 214 215 216 217 218 219 220

221 222 223 224 225 226 227 228 229 230 231 232 233 234 235 236 237 238 239 240

241 242 243 244 245 246 247 248 249 250 251 252 253 254 255 256 257 258 259 260

261 262 263 264 265 266 267 268 269 270 271 272 273 274 275 276 277 278 279 280

281 282 283 284 285 286 287 288 289 290 291 292 293 294 295 296 297 298 299 300

301 302 303 304 305 306 307 308 309 310 311 312 313 314 315 316 317 318 319 320

321 322 323 324 325 326 327 328 329 330 331 332 333 334 335 336 337 338 339 340

341 342 343 344 345 346 347 348 349 350 351 352 353 354 355 356 357 358 359 360

361 362 363 364 365 366 367 368 369 370 371 372 373 374 375 376 377 378 379 380

381 382 383 384 385 386 387 388 389 390 391 392 393 394 395 396 397 398 399 400

(b) t = 15

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

101 102 103 104 105 106 107 108 109 110 111 112 113 114 115 116 117 118 119 120

121 122 123 124 125 126 127 128 129 130 131 132 133 134 135 136 137 138 139 140

141 142 143 144 145 146 147 148 149 150 151 152 153 154 155 156 157 158 159 160

161 162 163 164 165 166 167 168 169 170 171 172 173 174 175 176 177 178 179 180

181 182 183 184 185 186 187 188 189 190 191 192 193 194 195 196 197 198 199 200

201 202 203 204 205 206 207 208 209 210 211 212 213 214 215 216 217 218 219 220

221 222 223 224 225 226 227 228 229 230 231 232 233 234 235 236 237 238 239 240

241 242 243 244 245 246 247 248 249 250 251 252 253 254 255 256 257 258 259 260

261 262 263 264 265 266 267 268 269 270 271 272 273 274 275 276 277 278 279 280

281 282 283 284 285 286 287 288 289 290 291 292 293 294 295 296 297 298 299 300

301 302 303 304 305 306 307 308 309 310 311 312 313 314 315 316 317 318 319 320

321 322 323 324 325 326 327 328 329 330 331 332 333 334 335 336 337 338 339 340

341 342 343 344 345 346 347 348 349 350 351 352 353 354 355 356 357 358 359 360
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(f) 感染率の推移

図 12: 4 近傍に辺のある 2 次元の格子上
を感染が拡大していく様子．感染の増大
は指数関数ほど速くはない．

図 12に感染の推移を示す．規則的ではあるが，先の実験と同様に感
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染が拡大していく様子がわかる．ただし，感染率の推移を見るように，
感染者の増大は指数関数的ではなく，ほぼ線形に増加している．
感染確率を変えて，複数回実験した結果を図 13に示す．各感染確率
ごとに時刻 60での感染率を箱ひげ図で表示している．

図 13: 感染確率と感染率の関係．感染確
率の違いにより，十分時間が経過したあと
の感染率が大きく変わることがわかる．
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十分時間が経過したあとの終息結果は，感染確率の違いにより急激に
変わる．いくつかの感染確率について終息状態を示したのが，図 14で
ある．図 13で見たように，確率 0.5の前後で状態が変わる．低い確率で
は局所的な感染で終息しているが，高い確率では大域的な蔓延となって
いる．
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(c) 感染確率 = 0.7

図 14: 感染確率による終息状態の違い．
低い感染確率では感染は局所的なものに
留まっているが，高い確率では全体に蔓
延している．

感染確率が蔓延の仕方に及ぼす影響は，以下のように近似的に解析で
きる．無限遠点まで感染が拡がるか否かの確率

Q = Pr(頂点 iから無限遠点まで感染しない) (頂点 iによらない)

を考える．4つの頂点が隣接しているグラフを考えているので，隣を
経由して無限遠点まで感染が拡がるか否かは感染確率を P として以下
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のように考えられる．

Q = Pr(頂点 iから無限遠点に到達する経路がない)

= Pr(頂点 iの 4近傍を経由して無限遠点に到達する経路がない)

' Pr(頂点 iの近傍 j を経由して無限遠点に到達する経路がない)4

=
(
Pr(頂点 iから近傍に経路がない)

+ Pr(頂点 j には行けるがそこから経路がない)
)4

=
{
(1− P )︸ ︷︷ ︸

i 6→j

+ P︸︷︷︸
i→j

× Q︸︷︷︸
j 6→∞

}4

4近傍の各点から無限遠への経路の有無は本来は独立ではないので式
はあくまで近似であるが，定性的な議論としてはこれを認めてもらうこ
ととし，感染確率 P に対して以下の式を満たす Q がどのような値とな
るかを考える．13

Q = {(1− P ) + P ×Q}4, (0 ≤ Q ≤ 1)

式の左辺と右辺をそれぞれ R とし，横軸を Q 縦軸を R として 2つ
の関数

R = Q (緑線)
R = {(1− P ) + P ×Q}4 (オレンジ・赤線)

を重ね描きしたものが図 15(a)である．

図 15: 格子グラフ上の感染の終息状態の
定性的な解析．
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(b) 感染確率と全感染率の関係

R = Q (緑線)と R = (Qの 4次式) (オレンジ・赤線) の交点のうち
で，区間 0 ≤ Q ≤ 1 に含まれるものが条件を満たす Q の値となる．感
染確率 P の大小によって解が 0 ≤ Q ≤ 1 の間を移動していく様子がわ
かる．
確率 Q は感染が拡がらない確率なので，終息期の全感染率は 1−Q
で表される．感染確率 P と全感染率 1−Q の関係を示すと図 15(b)と
なる．これから閾値 (この場合は p = 0.25)を越えると急速に全感染率
が 1に近付いくていことがわかる．14

13 この近似はかなり雑なので，厳密な解
析を知りたい場合は例えば Grimmett G.
(1999) Bond Percolation in Two Dimen-
sions. In: Percolation. Grundlehren der
mathematischen Wissenschaften (A Se-
ries of Comprehensive Studies in Math-
ematics), vol 321. Springer, Berlin, Hei-
delberg などを参照．

14 厳密な解析による閾値は p = 0.5 で
ある．

13

https://doi.org/10.1007/978-3-662-03981-6_11
https://doi.org/10.1007/978-3-662-03981-6_11
https://doi.org/10.1007/978-3-662-03981-6_11
https://doi.org/10.1007/978-3-662-03981-6_11
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8 おわりに
感染そのものは医学的な問題であるが，感染の拡大する仕組みは数理的
な問題として定式化される．本稿では，簡便ではあるが，ある程度現実
的な状況を模擬するモデルを構成し，モデルの中のパラメタ

• 感染確率

• 発症期間

• 潜伏期間

の影響について議論した．また時間が十分経ったとき，系の状態としては

• 孤立した領域のみでの発症

• 全体に蔓延して終息

の 2つがあるが，感染確率の影響でこれらが分岐する機構についても調
べた．
感染が拡大する場合には，その拡がり方は一般に指数的となるが，

• 治療方法の確立

• 治療体制の確保

• 治療薬・予防薬・ワクチンの開発

のためには，指数の増大を決める時定数を小さくすることが必須である．
感染確率を減らし，グラフ構造を疎でランダムネスが低いものにするこ
とによって，場合によっては蔓延を避けることができるし，最悪でも拡
大の速度を減少させることができる．人間が介入して変えられるのは，
感染確率と集団のグラフの構造である．感染確率は接触機会と感染力の
積であり，感染力はウイルス固有のものなので，感染確率を減らすには
接触機会を減らすしかない．またグラフ構造を変えるには，長距離の移
動や外出を避けるしかない．ということで，結局人間ができることは限
られている．
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