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はじめに

多変量解析法は，複数の特徴量をもつデータを解析するために開発された方法の総称である．こ
の講義では，その中でも基本的な方法に的を絞り，その考え方を修得することを目的とする．
データを縮約してその構造をより鮮明に捉えるために，多数の特徴量の線形結合によって新たな
特徴量を構成する手法として回帰分析・主成分分析を，多数の変量の間に内在する関係を探り出
し，それを手掛りにデータを分類する手法として判別分析・クラスタ分析を学ぶ．また有無といっ
た本来量ではなく質を表わすような変数を数量化して，上記手法を適用する方法についても学ぶ．
なお，数理統計学と線形代数の基礎的な知識は既に学んでいることを前提とする．
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準備 1
1.1 多変量解析とは
1.1.1 目的
多変量データとは大まかに言えば多次元の観測データのことであ
る．多次元データの中から数学的に，あるいはより限定して言えば
確率的に記述される構造を抽出し，データの解析・予測・判別など
を行う様々な手法を総称して多変量解析 (multivariate analysis)
という．
多変量解析の多くの手法は，多次元データの持つ本質的な性質
を損なわずに，できる限り低い次元にデータを縮約した簡潔な記
述を求める方法と捉えることもできる．特に人が直接的・直感的
に理解できるような 1次元，2次元もしくは 3次元空間への射影
を通して，多次元のデータの持つ重要な性質を視覚的に把握する
ため (視覚化)に利用されることも多い．
高次元データを低次元に変換する方法は無数にあるが，古典的
な多変量解析では基本的に線形変換を用いてこれを行う．線形変
換を用いるのは，主に

• 最も良い変換を求める方法が解析的に計算しやすい

• 変換後の変数の確率法則について詳しく議論できる場合が
多い

といった計算上・理論上の理由からである．また，線形変換には
• 非線形の対応関係を最も簡潔に近似したもの

としての側面もあり，より複雑な非線形性を含む状況を理解する
ための局所的な基本モデルとしての役割も重要である．

1.1.2 参考文献および資料
教科書は特に指定しないが，参考書としては以下を推薦する．

• 多変量解析入門,永田靖・棟近雅彦，サイエンス社．

• 数理統計学，竹内啓，東洋経済社．

• 確率・統計入門，小針晛宏，岩波書店．

• 「逆」引き統計学，Gopal K. Kanji (池谷裕二，久我奈穂子
訳)，講談社．

演習で用いる統計言語Rについては以下のサイトに十分な情報
がある．

• R本家: http://www.r-project.org

• RjpWiki: http://www.okada.jp.org/RWiki/

また最近では多数の書籍が出版されているので，それらを手に取っ
てみるのも良いだろう．
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1 準備

1.2 データの取り扱い
1.2.1 用語
以下では多変量解析に特徴的な用語を説明する．
まず，解析の対象を表している多変量という言葉であるが，こ
れは

変量 (variate) 対象の特徴を表す何らかの量

多変量 (multivariate) 多次元の変量

を表す．端的に言えば多次元観測データのことであり，解析にお
いては多次元の確率変数として扱う．単一の確率変数においては，
平均や分散といった統計量を用いてその確率変数の性質を捉える
ことができるが，多変量解析の場合，個々の変数の性質や特徴だ
けでなく，変数間の関係が解析の重要な対象となる．
変量は大きく分けると，以下のように質的なものと量的なもの
がある．

質的変数 区分だけ決められていて数値にならないもの
例: 犬・猫，血液型，成績，アンケートの回答など

量的変数 数値として自然に扱うことのできるもの
例: 身長，体重，電圧，電流，気温，株価など

質的変数は分野によっては (カテゴリ)ラベルやクラスと呼ばれる
こともある．量的変数は典型的には実験などで得られる数値デー
タであり，和や積といった操作が自然に定義されるものを想定し
ている．質的変数は適当な数値を割り当てて表現されることも多
いが，与えられた数値をそのまま計算に用いることは必ずしも適
切でないので，注意しなくてはならない．
更に質的変数は以下の 2種類に分類される．

名義尺度 区別があるだけで順序付けできないもの
例: 犬・猫，血液型など

順序尺度 順序関係や大小関係が決められるもの
例: 成績 (A+,A,B,C,F)，アンケートの回答 (良い，ふつう，
悪い)など

これらの違いは，与えられたデータのみからは区別できないこと
が多いので，必要に応じて変数の内容に踏み込んで考えることが
重要である．
量的変数も以下の 2種類に分類される．

比率尺度 原点が決められていて，値の比に意味があるもの
例: 電流，年齢など

間隔尺度 原点は自由にとれ，値の差に意味があるもの
例: 電圧，気温など

これらについても，数値からだけではどちらの属性かは区別でき
ないので，変数の特性について理解しておく必要がある．
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1.2 データの取り扱い

1.2.2 記法

多変量解析においては，多次元の確率変数ベクトルを一つの観測
値 (データ)と考え，これが多数観測される状況を想定し解析を
行う．
例えば，1つのデータを p次元のベクトル xとし，その各成分
を x1, x2, . . . , xpで表す．このとき 1つの観測値ベクトルxは列ベ
クトル x = (x1, x2, . . . , xp)

Tとして扱う．一方，複数のデータを
扱う場合には，各データを行ベクトルとして n個の観測値を並べ
て，一つの行列

X =


xT
1

xT
2
...
xT
n

 =

p 次元
x11 x12 . . . x1p
x21 x22 . . . x2p
. . . . . . . . . . . . . .
xn1 xn2 . . . xnp

 n 次元

として表す．観測値を纏めた行列 (以後観測値行列と呼ぶ)は大文
字で表し，観測ベクトルは小文字の太字で表す．
一般に，多変量解析においてデータを行列として並べるときに
は，上記のように行が観測データの番号，列が観測データの各要
素に対応する標記が用いられる．

1.2.3 質的なデータの扱い

以降の章では，カテゴリラベルなどの目的変数を除き，確率変数
は基本的に量的変数として扱う．質的変数の場合には数量化とい
う操作により，量的変数と同様に扱うことが可能となる．例えば
A+, A,B,C で表される成績のような順序尺度の場合，

A+ → 95

A → 85

B → 75

C → 65

という対応関係により，その順番に矛盾が生じないように数字を
割り振ることがある．このとき以下のデータはこの規則によって

B
A
A
C
A+
B

 =



75
85
85
65
95
75


に変換されるが，その値は恣意的に決められたものであることに
注意しなくてはならない．例えばA+とAの能力差は，BとCの
能力差と同じとは限らないからである．こうした恣意性を避ける
最も単純な方法は以下のように質的変数がどのカテゴリに含まれ
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1 準備

るかを，0, 1のベクトルとして表す方法である．

A+ → (1, 0, 0, 0)

A → (0, 1, 0, 0)

B → (0, 0, 1, 0)

C → (0, 0, 0, 1)

これをダミー変数と呼ぶことがある．このとき上の例のデータは

B
A
A
C
A+
B

 =



0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 0 1 0


と変換される．ただし，この行列は行方向の和が常に 1となり冗
長な表現になっているため，通常はどこか 1列 (例えば第 1列)を
取り除いた 6× 3の行列によって質的変数を量的変数に変換する
ことになる．

1.3 対象とする手法
講義で取り扱うのは，回帰分析 (単回帰，重回帰)，主成分分析，判
別分析 (線形，2次)，クラスタ分析，多次元尺度構成法という多
変量解析における最も基本的な分析方法である．いずれも行列・
ベクトルを用いた線形演算によって効率良く分析を行うことがで
きる．
例えば，多数の人の身長・体重・年齢・血圧・血糖値・心臓病の
有無・100m走のタイムなどのデータがあったとする．ここから

• 身長から体重を予想する

• 身長と体重から 100mのタイムを予想する

• 身長と体重から体の大きさを表す指標を作成する

• 心臓病の有無以外のデータから心臓の病気になりそうか予
想する

• 似通った特徴を持つ人のグループを形成する

ための比較的簡単な規則を見付け出すことを考える．これらの目
的は，変数を組み合わせて新たな量を作ったり，あるいはその量
を比較したりすることによって達成されるが，それぞれ多変量解
析における

• 回帰分析 (単回帰)

• 回帰分析 (重回帰)

• 主成分分析

• 判別分析
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1.3 対象とする手法

• クラスタ分析

という手法に対応する．
ただし，これらの手法を適用する場合，心臓病の有無といった
カテゴリラベルである質的な変数を計算上どのように取り扱うか
については注意を要する．前述したダミー変数を用いた数量化と
いう手法を用いると，質的変数をあたかも量的変数のように取り
扱うことができるので，講義では量的変数を対象として上記の手
法を扱うことにする．なお，質的変数において回帰分析に相当す
る方法を数量化 I類，判別分析に相当する方法を数量化 II類，主
成分分析に相当する方法を数量化 III類，多次元尺度構成法に相
当する方法を数量化 IV類という．
また，時間に余裕があれば確率変数の系列を扱うための時系列
解析の基本的な考え方と，経済時系列などの実データを扱うため
の方法論であるテクニカル分析を取り上げる．

1.3.1 回帰分析
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図 1.1: 実データによる回帰分析の例: 28種の陸上動物の体重と脳
重量の関係．特殊なデータ (外れ値)を除くことで，良好な
回帰結果が得られている．(データはRのMASSパッケー
ジの “Animals”を用いた．)

多変数の一部を説明変数，残りを目的変数とし，説明変数を入
力とし目的変数を出力する回帰式を構成する．また，その回帰式
の妥当性について議論する．
例えば
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1 準備

• 身長から体重は予測できるか？
(回帰式の推定)

• ある身長の人がある体重だったとき，それは普通か？
(外れ値の判定)

• 身長から体重を予測する式はどのくらい妥当か？
(寄与率の計算)

といったことが解析の目的となる．

1.3.2 主成分分析
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図 1.2: 実データによる主成分分析の例: 1993年にアメリカにおい
て販売されていた 65種のシリアルができるだけ区別でき
るように 2つの主成分方向に射影した図．含有成分が異な
る様々なものが販売され，それぞれがどういった特徴を持
つ商品であるかがわかる．(データはRのMASSパッケー
ジの “UScereal”を用いた．)

多変数を低次元の部分空間に射影して近似表現するとき，最も
情報を保持することができる部分空間を求める．また，適切な低
次元部分空間の次数を議論する．
例えば

• 身長・体重から人の大きさを表す 1つの量は作れないだろ
うか？
(主成分方向の決定)
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1.3 対象とする手法

• スポーツテスト (50m走，走り幅跳び，反復横跳び，背筋力
など複数項目) の結果から，運動能力を表すための少数の指
標は作れないだろうか？
(次元縮約)

• 縮約された部分空間には元の情報はどのように保持され，ど
のような意味が与えられるのだろうか？
(主成分負荷の解釈)

• 部分空間による近似の良さ，あるいは失われた情報はどの
ようにして評価すればよいだろうか？
(寄与率の計算)

といったことが解析の目的となる．

1.3.3 判別分析
いくつかの量的変数とカテゴリ (クラス)を表す 1つの質的変数か
らなるデータに対して，量的変数からカテゴリを予想する判別式
を構成する．また，その判別式の妥当性について議論する．
例えば

• 心臓病を患っている人とそうでない人の身長，体重，血圧か
ら，両者のグループの境界を求めることができるだろうか？
(1次判別式，2次判別式)

• ある人の身長，体重，血圧が判ったとき，その人が将来心臓
病になるかどうか予想できるだろうか？
(判別式による予測)

• 判別の精度，あるいは判別の間違いによる危険度はどのよ
うにして評価すればよいだろうか？
(誤判別率の検証)

といったことが解析の目的となる．

1.3.4 クラスタ分析と多次元尺度構成法
3次元を越える高次元データは，そのままでは図として表現するこ
とができず，データ間の関係を視覚的に捉えることは難しい．ま
た，距離や類似度などデータ間の関係は規定されているが，座標
系が与えられていないデータも同様に視覚的に捉えることは難し
い．このような，そのままでは見ることのできない多次元のデー
タ間の関係を，樹形図 (クラスタ分析)や 2次元地図 (多次元尺度
構成法)の形で視覚化して解析の助けとしようというのが，クラ
スタ分析と多次元尺度構成法である．
例えば

• 含まれている成分によって類似度が定義された食品をどの
ように分類すればよいだろうか？

– 類似のものから順次統合していき，統合の様子を樹形
図で表現した系統樹を描くことによってグループ化を
行う
(クラスタ分析)

7



1 準備

V1

2 6 10

● ●

●

●

●

●

●
●●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●
●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●●

●

●
●●

●
●

● ●

●

● ●
●

●
●

●
●

●
●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●
●
●

●

●
●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●
●
●●

●

●●

●
●

●

●

● ●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●
●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●

●● ●

●

●

●

●●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●●

●

●

●●
●

●●

●
●

●●

●

●

●
●

●

●●●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●
●

●

●

●●

●

●

●●

●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●

●

● ●

●●
●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●
●
●

●
●

●

● ●

●

●●●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●●

●
●

●
●●

●
●

● ●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●
●●

●

●

●

●

●

●
●
●

●●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●●

●

●●●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●●●

● ●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●
●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●
●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●●

●

●●
●
●
●●

●
●
●

●●

●

●●

●

●
●
●●

● ●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

● ●

●●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●●●●

●
●

●●

●

●●●
●

●
●●

● ●

●

●

●

●

●
●●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

● ●

●

●
●●

●
●

● ●

●

●●
●

●
●

●
●

●
●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●
●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

● ●

●
●

●

●

●

●
●
●●

●

●●

●
●

●

●

● ●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●●

●●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●
●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●

●● ●

●

●

●

●●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●●

●

●

●●
●

●●

●
●

●●

●

●

●
●

●

●●●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●●
●
●

●

●●

●

●

●●

●

●
●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●
●
●

●●

●

●

●●

● ●
●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●
●
●

●
●

●

● ●

●

●●●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●●

●
●

●
●●

●
●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●
●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●●

●

●●●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●●●

● ●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●
●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

● ●

●

●●
●
●
●●

●
●
●

●●

●

●●

●

●
●
●●

● ●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

● ●

●●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●●●●

●
●

●●

●

●●●
●

●
● ●

2 6 10

● ●

●

●

●

●

●
●●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●
●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●●

●

●
●●

●
●

● ●

●

● ●
●

●
●

●
●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●
●
●

●

●
●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●
●
●●

●

●●

●
●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●
●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●

●● ●

●

●

●

●●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●●

●

●

●●
●

●●

●
●

●●

●

●

●
●

●

●●●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●
●
●

●

●●

●

●

●●

●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●
●
●

●●

●

●

●●

● ●
●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●

● ●

●

●● ●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●●

●
●

●
●●
●

●
● ●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●
●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●

●
●
●
●

●●

●

●●●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●●●

● ●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●
●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●
●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●●

●

●●
●
●

●●

●
●
●

● ●

●

●●

●

●
●
●●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

● ●

●●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●●●●

●
●

● ●

●

●●●
●

●
●●

● ●

●

●

●

●

●
●●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●
●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●●

●

●
●●

●
●

● ●

●

●●
●

●
●

●
●

●
●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●
●
●

●

●
●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●

●
●
●

●

●

●
●
●●

●

●●

●
●

●

●

● ●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●●●

●
●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●

●● ●

●

●

●

●●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●
●

●

●
●
●

●

●
●

●●

●

●

●●
●

●●

●
●

●●

●

●

●
●

●

●●●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●
●
●

●

●●

●

●

●●

●

●
●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●
●
●

●●

●

●

● ●

●●
●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●

● ●

●

●●●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●●

●
●

●
●●
●

●
●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●
●●

●

●

●

●

●

●
●
●

●●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●

●
●
●
●

●●

●

●●●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●●●

● ●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●
●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●
●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●●

●

●●
●
●
●●

●
●
●

●●

●

●●

●

●
●
●●

● ●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●●

●●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●●●●

●
●

●●

●

●●●
●

●
●●

2 6 10

● ●

●

●

●

●

●
●●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●
●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●●

●

●
●●

●
●

● ●

●

● ●
●

●
●

●
●

●
●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●
●
●
●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●
●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●● ●

●

●

●

●●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●●

●

●

●●
●

●●

●
●

●●

●

●

●
●

●

●●●

●

●

●

●

●
●●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●
●
●

●

●●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●
●
●

●●

●

●

●●

●●
●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●
●
●

●
●

●

● ●

●

●●●

●

●

●●

● ●

●

●

●

●

●●

●
●

●
●●
●

●
●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●
●●

●

●

●

●

●

●
●
●

●●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●
●
●●

●

●●●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●●●

● ●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●
●

●

●

●

●

●
● ●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●
●
●
●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●●

●

●●
●
●
●●

●
●
●

●●

●

● ●

●

●
●
●●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

● ●

●●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●●●●

●
●

●●

●

●●●
●

●
●●

●●

●

●

●

●

●
●●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●
●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●●

●

●
● ●

●
●

●●

●

● ●
●

●
●

●
●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●
●

●

●
●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●
●

●●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

● ●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●
●

●●

●

●●

●
●

●

●

● ●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

● ●

●

●

●

●●●

●
●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●

●● ●

●

●

●

●●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●
●

●

●
●
●

●

●
●

●●

●

●

●●
●

●●

●
●

●●

●

●

●
●

●

●●●

●

●

●

●

●
●●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●
●

●

●

●●

●

●

●●

●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●
●
●

●●

●

●

●●

●●
●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●

● ●

●

●●●

●

●

●●

● ●

●

●

●

●

●●

●
●

●
●●
●

●
●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●
● ●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●●

●

●●●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●●●

● ●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●
●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●●

●

●●
●
●

●●

●
●

●

●●

●

●●

●

●
●

●●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●●

●●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●●●●

●
●

●●

●

●●●
●

●
●●

2 6 10

●●

●

●

●

●

●
●●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●
●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●●

●

●
●●

●
●

● ●

●

● ●
●

●
●

●
●

●
●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●
●
●

●

●
●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●
●

●●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●

●
●
●

●

●

●
●
●●

●

●●

●
●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●

●

● ●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●
●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●

●●●

●

●

●

●●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

● ●

●

●

●●
●

●●

●
●

●●

●

●

●
●

●

●●●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●
●

●

●

●●

●

●

●●

●

●
●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●

●

● ●

●●
●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●
●
●

●
●

●

● ●

●

●●●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●●

●
●

●
●●
●

●
●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●
●●

●

●

●

●

●

●
●
●

●●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●

●
●
●

●
●●

●

●●●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●●●

● ●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●
●
●
●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●
●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●●

●

●●
●
●
●●

●
●
●

●●

●

●●

●

●
●
●●

● ●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●●

●●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●●●●

●
●

●●

●

●●●
●

●
●●

●●

●

●

●

●

●
● ●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●
●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●●

●

●
●●

●
●

● ●

●

● ●
●

●
●

●
●

●
●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●
●
●

●

●
●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●
●

●●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●
●
●●

●

●●

●
●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●●

●

●
●
●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●
●

●

●●

●
●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●

●●●

●

●

●

●●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●
●
●

●
●

●
●

●
●

●●

●

●

●●
●

●●

●
●

●●

●

●

●
●

●

●●●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●
●
●

●

●●

●

●

●●

●

●
●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●
●
●

●●

●

●

●●

●●
●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●
●
●

●
●

●

●●

●

●●●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●●

●
●

●
●●
●
●
●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●
●●

●

●

●

●

●

●
●
●

●●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●
●
●●

●

●●●

●

●
●
●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●●●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●
●
●
●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●
●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●●

●

●●
●
●
●●

●
●
●

●●

●

●●

●

●
●
●●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●●

●●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●●●●

●
●

●●

●

●●●
●

●
●●

1.0 1.6

2
6

10

●●

●

●

●

●

●
●●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●
●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●●

●

●
●●

●
●

● ●

●

●●
●

●
●

●
●

●
●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●
●
●

●

●
●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●

●
●
●

●

●

●
●
●●

●

●●

●
●

●

●

● ●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●●●

●
●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●
●

●

●●

●
●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●

●● ●

●

●

●

●●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●●

●

●

●●
●

●●

●
●

●●

●

●

●
●

●

●●●

●

●

●

●

●
●●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●
●
●

●

●●

●

●

●●

●

●
●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●
●
●

●●

●

●

●●

●●
●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●
●
●

●
●

●

●●

●

●●●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●●

●
●

●
●●
●

●
●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●
●●

●

●

●

●

●

●
●
●

●●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●

●
●
●
●
●●

●

●●●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●●●

● ●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●
●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●
●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●●

●

●●
●
●
●●

●
●
●

●●

●

●●

●

●
●
●●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●●

●●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●●●●

●
●

●●

●

●●●
●

●
●●

2
6

10

●

●

●

●

●

●

●●●
●

●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●●
●●● ●●

●

●●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

● ●

● ●
●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

● ●

●

●
●

●

●●

●

●●
●

●
●

●

●

●

●

●

●●● ●●●●●● ●

●
●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

● ●●

●

●● ●●●●● ●●

●

●●●

●

● ●

●

●
●

●

●●

●

●
●●

●

●

●●● ●●

●

●

●● ●●●

●

●

●

●

●

●

●

●● ●

●
●

●

● ●

●

●

●

●

●● ●●

●

●● ●

●
●

● ●●

● ●

●● ●

●●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

● ●
●

●

●●

●

●

●●●●● ●

●

●

●●
●

●
●

● ●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●●●●

●

●●

● ●●

● ●

● ●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●

● ●

●

●●

●

●●

●

●

●●

●

●

●●

●

● ●●●●●● ●

●

●

●

●
●●

●

●

●

● ●●

●

●●
●

●●●
●●

●

●

●

●
●
●

●
●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●●
●

●
●

●

●●●

●

●
●● ●●● ●●

●

●●●

●

●
●

●

●

●●●● ●●●

●

●●

●● ● ●●●●●●●
●

●

●

●

●

●

●● ●

●

●

●

●

●

●

●

●●●
●
●● ●●●●●

●

●

● ●●● ●●●

●

●

●● ●

●

● ●

●
●

●●●● ●●

●

●
● ●●● ●●● ●●●

●

●● ●

●

●●

●

●●
●

●

●

●
●
●● ●●●● ●●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●●●●● ●

●

●

● ●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●
●

●● ●

●
●

●

●●

●

●

●

● ●

●

● ●●● ●●●

●

●● ●●

●

●● ●
●

●●

●

●●

●

●
●●●●●●●●

●
●

●

●●
●

●●●● ●

●

●

●● ●●● ●●
●

●

●

●●

●
●

●

● ●● ●●●

●●

●●●●● ●●●●

●

●●●●

●

●●

V2
●

●

●

●

●

●

●●●
●
●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●● ●●●

●

●●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

● ●

●●
●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

● ●

●

●
●

●

● ●

●

●●
●

●
●
●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●

●
●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

● ●●

●

●●●●●●●●●

●

●● ●

●

●●

●

●
●

●

●●

●

●
●●

●

●

●●●●●

●

●

●●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●
●

●●●

●●

●●●

●●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●

●●

●

●

●●●●●●

●

●

●●
●

●
●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

● ●●●●

●

●●

● ●●

●●

● ●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●●

●

●

●●

●

●●●●●●●●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●●●

●

●●
●

●●●
● ●

●

●

●

●
●
●

●
●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●●
●

●
●

●

● ●●

●

●
●●●●●●●

●

●●●

●

●
●

●

●

●●●●●●●

●

●●

●●●●●●●●●●
●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●
●
●●●●●●●

●

●

●●●●●●●

●

●

●●●

●

●●

●
●

●●●● ●●

●

●
●●● ●●●●●●●

●

● ●●

●

●●

●

●●
●

●

●

●
●

●●●●●●●●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●●●●●●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●
●

●●●

●
●

●

●●

●

●

●

●●

●

● ●●●●●●

●

●●● ●

●

●●●
●

●●

●

● ●

●

●
●●●●●●●●

●
●

●

●●
●
●●●●●

●

●

●●● ●●●●
●

●

●

●●

●
●

●

● ●●●●●

●●

●●●●●●●●●

●

●●●●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●●●
●
●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●●●●●

●

●●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●●

●●
●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●●

●

●
●

●

●●

●

●●
●

●
●
●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●

●
●

● ●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●●

●

● ●

●

●
●

●

●●

●

●
●●

●

●

●●●●●

●

●

●●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●
●

●

● ●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●
●

●●●

●●

●●●

●●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

● ●
●

●

● ●

●

●

●●●●●●

●

●

●●
●

●
●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●●●●●

●

●●

●● ●

●●

●●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●
●
●●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●●

●

●

●●

●

●●●●●●● ●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●●●

●

●●
●
●●●
●●

●

●

●

●
●

●
●
●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●●
●

●
●

●

● ●●

●

●
●● ●●●●●

●

●● ●

●

●
●

●

●

●● ●● ●●●

●

● ●

●●● ●●●●●●●
●

●

●

●

●

●

● ●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●
●
●●●●●●●

●

●

●●●●●●●

●

●

●●●

●

●●

●
●

●●●●●●

●

●
●●●●●●●●●●

●

●●●

●

●●

●

●●
●

●

●

●
●

●●●●●●●●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●●●●●●

●

●

● ●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●
●
●●●

●
●

●

●●

●

●

●

●●

●

●●●●●●●

●

●●●●

●

●●●
●
●●

●

●●

●

●
● ●●●●●●●
●

●

●

●●
●

●●●●●

●

●

●●●●● ●●
●

●

●

●●

●
●

●

●●●●●●

●●

●●●●●●●● ●

●

●●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●●
●

●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●●
●●●●●

●

●●●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●●

●●
●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●
●

●

●●

●

●●
●

●
●
●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●

●
●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●●

●

● ●

●

●
●

●

●●

●

●
●●

●

●

●●●●●

●

●

●●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●
●

●●●

●●

●●●

●●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

● ●
●

●

●●

●

●

●●●●●●

●

●

●●
●

●
●

● ●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●●●●

●

●●

●●●

● ●

●●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●
●
●●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●●

●

●

●●

●

●●●●●●● ●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●●●

●

●●
●
●●●
●●

●

●

●

●
●
●
●
●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●●
●

●
●

●

●●●

●

●
●●●●●●●

●

●●●

●

●
●

●

●

●●●●●●●

●

●●

●●●●●●●●●●
●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●
●
●●●●●●●

●

●

●●●●●●●

●

●

●●●

●

●●

●
●

●●●●●●

●

●
●●●●●●●●●●

●

●●●

●

●●

●

●●
●

●

●

●
●

●●●●●●●●

●

●●

●

● ●

●

●●

●

●●●●●●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●
●

●●●

●
●

●

●●

●

●

●

●●

●

●●●●●●●

●

●●● ●

●

●●●
●
●●

●

●●

●

●
●●●●●●●●
●
●

●

●●
●
●●●●●

●

●

●●●●●●●
●
●

●

●●

●
●

●

●●●●●●

●●

●●●●●●●●●

●

●●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●●
●
●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●●
●●

●●●●●

●

●●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●●

●●
●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●
●

●

●●

●

●●
●
●
●

●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●

●
●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●●

●

●●

●

●●

●

●
●

●

●●

●

●
●

●

●

●● ●●

●

●

●●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●
●

●

● ●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●
●

●●●

●●

●●●

●●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

● ●
●

●●

●

●

●●● ●●●

●

●

●
●

●
●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●●●

●

●●

●●●

●●

● ●

●

●●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●
●
●

●

●
●●

●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●●

●

●

●●

●

●●●●●●●●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●●●

●

●●
●
●●●
●●

●

●

●

●
●
●
●
●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●●
●

●
●

●

●●●

●

●
●●●●●●●

●

●●●

●

●
●

●

●

●●● ●●●●

●

●●

●●●●●●●●●●
●

●

●

●

●

●

● ●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●
●
●●●●●●●

●

●

●●●●●●●

●

●

●●●

●

●●

●
●

●●●●●●

●

●
●●●●●●●●●●

●

●●●

●

●●

●

●●
●

●

●

●
●
●●●●●●●●

●

● ●

●

● ●

●

●●

●

●●●●●●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●
●
●●●

●
●

●

●●

●

●

●

● ●

●

●●●●●●

●

●●● ●

●

●●●
●
●●

●

●●

●

●
●●●●●●●●
●
●

●

● ●
●
●●●●●

●

●

●●●●●●●
●
●

●

● ●

●
●

●

●●●●●●

●●

●●●●●●●●●

●

●●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●●
●

●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●●●●●

●

●●●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●●

●●
●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●●

●

●
●

●

●●

●

●●
●

●
●

●

●

●

●

●

●●●● ●●●●● ●

●
●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●●

●

● ●

●

●
●

●

●●

●

●
●●

●

●

●●● ●●

●

●

●●● ●●

●

●

●

●

●

●

●

●● ●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●
●

●●●

●●

●●●

●●

●

● ●

●

●●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●

●●

●

●

●●● ●●●

●

●

●●
●

●
●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●●●●●

●

●●

●●●

●●

● ●

●

● ●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●
●
●

●

●
● ●

●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●●

●

●

●●

●

●●●●●●●●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●●●

●

●●
●
●●●
●●

●

●

●

●
●

●
●
●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●●
●

●
●

●

●●●

●

●
●●●●●●●

●

●●●

●

●
●

●

●

●●●●●●●

●

●●

●●●●●●●●●●
●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●
●

●●●●●●●

●

●

●●●●●●●

●

●

●●●

●

●●

●
●

●●● ●●●

●

●
●●●●●●●●●●

●

●●●

●

●●

●

●●
●

●

●

●
●

●●●●●●●●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●●●●●●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●
●

●●●

●
●

●

●●

●

●

●

● ●

●

●●●●●●●

●

●●●●

●

●●●
●

●●

●

●●

●

●
●●●●●●●●
●
●

●

●●
●
●●●●●

●

●

●●●●●●●
●

●

●

●●

●
●

●

●●●●●●

●●

●●●●●●●●●

●

●●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●●
●
●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●●●●●

●

●●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

● ●

●●
●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●
●

●

●●

●

●●
●
●
●
●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●

●
●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●●

●

●● ●●●●●●●

●

●●●

●

● ●

●

●
●

●

●●

●

●
●●

●

●

●●●●●

●

●

●●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●
●

●●●

●●

●●●

●●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●

● ●

●

●

●●●●●●

●

●

●●
●

●
●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●●●●

●

●●

●● ●

● ●

● ●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●
●
●

●

●
●●

●

●

●●

●

● ●

●

●●

●

●

●●

●

●

●●

●

●●●●●●●●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●●●

●

●●
●
●●●

●●

●

●

●

●
●

●
●
●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●●
●

●
●

●

●●●

●

●
●●●●●●●

●

●●●

●

●
●

●

●

●●●●●●●

●

●●

●●●●●●●●●●
●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●
●
●●●●●●●

●

●

●●●●●●●

●

●

●●●

●

●●

●
●

●●●●●●

●

●
●●●●●●●●●●

●

●●●

●

●●

●

●●
●

●

●

●
●
●●●●●●●●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●●●●●●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●
●
●●●

●
●

●

●●

●

●

●

● ●

●

●●●●●●●

●

●●●●

●

●●●
●
●●

●

●●

●

●
●●●●●●●●
●
●

●

●●
●

●●●●●

●

●

●●●●●●●
●
●

●

●●

●
●

●

●●●●●●

●●

●●●●● ●●●●

●

●●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●● ●
●
●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●●
●●●●●

●

●●●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●●

●●
●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●●

●

●
●

●

●●

●

●●
●
●
●
●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●

●
●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●●

●

●●

●

●
●

●

●●

●

●
●●

●

●

●● ●●●

●

●

●●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●
●

●

● ●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●
●

●●●

●●

●●●

●●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●

●●

●

●

●●●●●●

●

●

●●
●

●
●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●●●●●

●

●●

●●●

● ●

●●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●
●
●●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●
●
●

●

●
●●

●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●●

●

●

●●

●

●●●●●●●●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●●●

●

●●
●
●●●
●●

●

●

●

●
●
●
●
●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●●
●

●
●

●

●●●

●

●
●●●●●●●

●

●●●

●

●
●

●

●

●●●●●●●

●

●●

●●●●●●●●●●
●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●
●
●●●●●●●

●

●

●●●●●●●

●

●

●●●

●

●●

●
●

●●●●●●

●

●
●●●●●●●●●●

●

●●●

●

●●

●

●●
●

●

●

●
●
●●●●●●●●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●●●●●●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●
●
●●●

●
●

●

●●

●

●

●

● ●

●

●●●●●●●

●

●●●●

●

●●●
●
●●

●

●●

●

●
●●●●●●●●
●
●

●

●●
●
●●●●●

●

●

●●●●●●●
●

●

●

●●

●
●

●

●●●●●●

●●

●●●●●●● ●●

●

●●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●●
●
●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●●●●●

●

●●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●●

●●
●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●
●

●

●●

●

●●
●
●
●
●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●

●
●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●●

●

●●

●

●
●

●

●●

●

●
●●

●

●

●●●●●

●

●

●●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●
●

●●●

●●

●●●

●●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

● ●
●

●

●●

●

●

●●●●●●

●

●

●●
●

●
●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●●●●

●

●●

●●●

●●

● ●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●
●
●

●

●
●●

●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●●

●

●

●●

●

●●●●●●●●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●●●

●

●●
●
●●●
●●

●

●

●

●
●
●
●
●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●
●
●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●●
●

●
●

●

●●●

●

●
●●●●●●●

●

●●●

●

●
●

●

●

●●●●●●●

●

●●

●●●●●●●●●●
●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●
●
●●●●●●●

●

●

●●●●●●●

●

●

●●●

●

●●

●
●

●●●●●●

●

●
●●●●●●●●●●

●

●●●

●

●●

●

●●
●

●

●

●
●
●●●●●●●●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●●●●●●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●
●
●●●

●
●

●

●●

●

●

●

●●

●

●●●●●●●

●

●●●●

●

●●●
●
●●

●

●●

●

●
●●●●●●●●
●
●

●

●●
●
●●●●●

●

●

●●●●●●●
●
●

●

●●

●
●

●

●●●●●●

●●

●●●●●●●●●

●

●●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●
● ●●●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

● ●●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●
●

●

●
● ●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●●●
●

●●●

●
●●●

●●● ●●●●●● ●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

● ●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●● ●●●
●

● ●●

●

●●

●

●

● ●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●●● ●●

●

●

●● ●●●

●

●

●

●

●

●

●

●● ●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●● ●●

●

●● ●

●
●

● ●●

●
●

●● ●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●

●●

●

●●

●●●● ●

●

●

●●
●

●
●

● ●

●

●●●

●
●

●
●

●●●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●●

●

●●

●

●
●

● ●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

● ●

●●

●

●●●

●

●●

●●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●
●

●

●
●

●●

●

●

● ●

●

●

● ●

●

●
●

●

●●

●

●

●●
●

●
●

●
●

●●● ●

●

●

●
●

●●
●

●

●

● ●●

●

●●

●

●●●●

●

●

●

●

●●●
●

●
●●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●●● ●●
●

●

●●

●

●

●

●
●

●● ●●● ●●

●

●●●

●

●
●

●

●

●
●

●● ●●●

●

●●

●
●

● ●●●●●
●
●●

●

●
●

●

●

●
● ●

●

●

●
●

●

●

●

●
●● ●●● ●●●●● ●

●

● ●●● ●●●

●

●

●●
●

●

● ●

●
●

●●●●

●

●

●

●
● ●●

●

●
●

● ●●● ●●

●

●

●

●●

●

●●
●●
●●

●
●● ●●●● ●●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●
●●●●
●

●

●

● ●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●● ●

●

●

●

●●

●

●

●

● ●

●●

●

●● ●●●

●
●

● ●

●

●

●● ●

●

●●

●

●

●

●

●

●●●●●●●●
●
●

●

●●● ●●●● ●

●

●

●● ●

●●

●●
●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●
●●●

●●

●●●●● ●●●●

●

●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●●●●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●

●

●
●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●
●●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●●●
●

●●●

●
●● ●

●●●●●●●●●●

●

●
●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●●
●
●●●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●

●
●
●

●

●

●●●●●

●

●

●●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●●●●

●

●●●

●
●

●●●

●
●

●●●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

● ●
●
●

●

●

●●

●

●●

●●●●●

●

●

●●
●

●
●

●●

●

●●●

●
●

●
●

● ●●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●●

●

●●

●

●
●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

● ●

●●

●

●●●

●

●●

●●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●
●

●

●
●

●●

●

●

●●

●

●

●●

●

●
●

●

●●

●

●

●●
●

●
●
●
●
●●●●

●

●

●
●

●●
●

●

●

●●●

●

●●

●

●●●●

●

●

●

●

●●●
●

●
●●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●● ●●●
●

●

● ●

●

●

●

●
●

●●●●●●●

●

●●●

●

●
●

●

●

●
●

●●●●●

●

●●

●
●
●●●●●●
●
●●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●

●
●

●

●

●

●
●●●●●●●●●● ●

●

●●●●●●●

●

●

●●
●

●

●●

●
●

●●●●

●

●

●

●
●●●

●

●
●
●●●● ●●

●

●

●

●●

●

●●
● ●

● ●
●

●●●●●●●●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●
●●●●
●

●

●

●●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●
●

●

●

●●●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●●

●

●●●●●

●
●
●●

●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●●●●●●●●
●

●

●

●●●●●●●●

●

●

●●●

●●

●●
●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●
●●●

●●

●●●●●●●●●

●

●●●●

●

●

●

V3
●

●

●

●

●

●

●
●
●●●●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●

●

●
●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●
●

●

●
●●

●

●

●
●

● ●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●●●
●

●●●

●
● ● ●

●●●●●●●●●●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●●
●
●●●

●

●●

●

●

● ●

●

●

●

●

●●

●

●
●
●

●

●

●●●●●

●

●

●●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

● ●

●●●●

●

●●●

●
●

●●●

●
●

●●●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●

● ●

●

●●

●●●●●

●

●

●●
●

●
●

●●

●

●●●

●
●

●
●

●●●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●●

●

●●

●

●
●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●●

●●

●

●●●

●

●●

●●

●

●

●
●

●●

●

●
●
●●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●
●

●

●
●

●●

●

●

●●

●

●

●●

●

●
●

●

●●

●

●

●●
●
●
●

●
●
●●● ●

●

●

●
●

●●
●

●

●

●●●

●

●●

●

●●●●

●

●

●

●

● ●●
●
●

●●
●●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●●● ●●
●

●

●●

●

●

●

●
●

●● ●●●●●

●

●● ●

●

●
●

●

●

●
●

●● ●●●

●

● ●

●
●
● ●●●●●
●
●●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●

●
●

●

●

●

●
●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●

●

●

●●
●

●

●●

●
●

●●●●

●

●

●

●
●●●

●

●
●
●●●●●●

●

●

●

●●

●

●●
●●

●●
●

●●●●●●●●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●
●●●●
●

●

●

● ●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●
●

●

●

●●●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●●

●

●●●●●

●
●

●●

●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●

● ●●●●●●●
●

●

●

●●●●●●●●

●

●

●●●

●●

●●
●

●

●

●

●

●●
●
●

●

●
●●●

●●

●●●●●●●● ●

●

●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●●●●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●

●

●
●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●
●●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●●●
●

●●●

●
●●●

●●●●●●●●●●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●●
●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●●
●

●●●

●

●●

●

●

● ●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●●●●●

●

●

●●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

● ●

●●●●

●

●●●

●
●

●●●

●
●

●●●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

● ●
●

●

●

●

●●

●

●●

●●●●●

●

●

●●
●

●
●

● ●

●

●●●

●
●

●
●

● ●●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●●

●

●●

●

●
●

● ●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●●

●●

●

●●●

●

●●

●●

●

●

●
●

●●

●

●
●
●●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●
●

●

●
●

●●

●

●

●●

●

●

●●

●

●
●

●

●●

●

●

●●
●

●
●
●
●
●●● ●

●

●

●
●
●●

●

●

●

●●●

●

●●

●

●●●●

●

●

●

●

●●●
●
●
●●
●●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●●● ●●
●

●

● ●

●

●

●

●
●
●●●●●●●

●

●●●

●

●
●

●

●

●
●

●●●●●

●

●●

●
●

●●●●●●
●
●●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●

●
●

●

●

●

●
●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●

●

●

●●
●

●

●●

●
●

●●●●

●

●

●

●
●●●

●

●
●
●●●●●●

●

●

●

●●

●

●●
●●
●●

●
●●●●●●●●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●
●●●●
●

●

●

●●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●
●

●

●

●●●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●●

●

●●●●●

●
●
●●

●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●●●●●●●●
●
●

●

●●●●●●●●

●

●

●●●

●●

●●
●
●

●

●

●

●●
●

●

●

●
●●●

●●

●●●●●●●●●

●

●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●●●●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●●

●

●●●

●

●●

●

●
●
●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●
●●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

● ●●
●
●●●

●
● ● ●

●●●●●●●●●●

●

●
●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●●
●
●●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●● ●●

●

●

●●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

● ●

●●●●

●

●●●

●
●

●●●

●
●

●●●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●●

●

●●

●● ●●●

●

●

●
●

●
●

●●

●

●●●

●
●

●
●

●●●

●
●

●

●

●

●

●
●

●●●●

●

●●

●

●
●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●
●
●

●
●

●●

●

●

●●

●

●

● ●

●

●
●

●

●●

●

●

●●
●
●
●
●
●
●●●●

●

●

●
●
●●
●

●

●

●●●

●

●●

●

●●●●

●

●

●

●

●●●
●
●

●●
●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●●●●●
●

●

●●

●

●

●

●
●

●●●●●●●

●

●●●

●

●
●

●

●

●
●

● ●●●●

●

●●

●
●
●●●●●●
●
●●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●

●
●

●

●

●

●
●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●

●

●

●●
●

●

●●

●
●

●●●●

●

●

●

●
●●●

●

●
●
●●●●●●

●

●

●

●●

●

●●
● ●
●●
●
●●●●●●●●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●
●●●●
●

●

●

●●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●
●

●

●

●●●

●

●

●

●●

●

●

●

● ●

●●

●

●●●●

●
●
●●

●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●●●●●●●●
●
●

●

● ●●●●●●●

●

●

●●●

●●

●●
●
●

●

●

●

●●
●
●

●

●
●●●

●●

●●●●●●●●●

●

●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●●●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●

●

●
●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●
●●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●
●

●
●

●

●

●●●
●

●● ●

●
●● ●

●●●● ●●●●● ●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

● ●
●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●●
●
●●●

●

●●

●

●

● ●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●●● ●●

●

●

●●● ●●

●

●

●

●

●

●

●

●● ●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●●●●

●

●●●

●
●

●●●

●
●

●●●

●

●

●

● ●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●
●
●

●

●

●●

●

●●

●● ●●●

●

●

●●
●

●
●

●●

●

●●●

●
●

●
●

●●●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●●

●

●●

●

●
●

●●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●●

●●

●

●●●

●

●●

●●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●
●
●

●
●

● ●

●

●

●●

●

●

●●

●

●
●

●

●●

●

●

●●
●

●
●
●
●

●●●●

●

●

●
●

●●
●

●

●

●●●

●

●●

●

●●●●

●

●

●

●

●●●
●
●

●●
●●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●●●●●
●

●

●●

●

●

●

●
●
●●●●●●●

●

●●●

●

●
●

●

●

●
●

●●●●●

●

●●

●
●
●●●●●●

●
●●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●

●
●

●

●

●

●
●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●

●

●

●●
●

●

●●

●
●

●●● ●

●

●

●

●
●●●

●

●
●

●●●●●●

●

●

●

●●

●

●●
●●

● ●
●

●●●●●●●●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●
●●●●
●

●

●

●●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●●

●

●

●

●●

●

●

●

● ●

●●

●

●●●●●

●
●

●●

●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●●●●●●●●
●
●

●

●●●●●●●●

●

●

●●●

●●

●●
●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●
●●●

●●

●●●●●●●●●

●

●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●●●●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●

●

●
●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●
●●

●

●

●
●

● ●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●●●
●
●●●

●
●● ●

●●●●●●●●●●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●●
●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●● ●●●
●
●●●

●

●●

●

●

● ●

●

●

●

●

●●

●

●
●
●

●

●

●●●●●

●

●

●●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●●●●

●

●●●

●
●

●●●

●
●

●●●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

● ●
●

●

●

●

● ●

●

●●

●●●●●

●

●

●●
●

●
●

●●

●

●●●

●
●

●
●

●●●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●●

●

●●

●

●
●

● ●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

● ●

●●

●

●●●

●

●●

●●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●
●
●

●
●

●●

●

●

●●

●

●

●●

●

●
●

●

●●

●

●

●●
●
●
●
●
●
●●●●

●

●

●
●

●●
●

●

●

●●●

●

●●

●

●●●●

●

●

●

●

●●●
●
●
●●
●●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●●●●●
●

●

● ●

●

●

●

●
●
●●●●●●●

●

●●●

●

●
●

●

●

●
●

●●●●●

●

●●

●
●
●●●●●●
●
●●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●

●
●

●

●

●

●
●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●

●

●

●●
●

●

●●

●
●

●●●●

●

●

●

●
●●●

●

●
●
●●●●●●

●

●

●

●●

●

●●
●●

● ●
●
●●●●●●●●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●
●●●●
●

●

●

●●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●
●

●

●

●●●

●

●

●

●●

●

●

●

● ●

●●

●

●●●●●

●
●
●●

●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●●●●●●●●
●
●

●

●●●●●●●●

●

●

●●●

●●

●●
●
●

●

●

●

●●
●
●

●

●
●●●

●●

●●●●● ●●●●

●

●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●●●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●

●

●
●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●
●●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●●●
●
●●●

●
●● ●

●●●●●●●●●●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●●
●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●●
●
●●●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●

●
●
●

●

●

●● ●●●

●

●

●●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

● ●

●●●●

●

●●●

●
●

●●●

●
●

●●●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●
●
●

●

●

●●

●

●●

●●●●●

●

●

●●
●

●
●

●●

●

●●●

●
●

●
●

● ●●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●●

●

●●

●

●
●

● ●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

● ●

●●

●

●●●

●

●●

●●

●

●

●
●

●●

●

●
●
●●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●
●
●

●
●

●●

●

●

●●

●

●

●●

●

●
●

●

●●

●

●

●●
●
●
●
●
●
●●●●

●

●

●
●
●●

●

●

●

●●●

●

●●

●

●●●●

●

●

●

●

●●●
●
●
●●
●●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●●●●●
●

●

●●

●

●

●

●
●
●●●●●●●

●

●●●

●

●
●

●

●

●
●

●●●●●

●

●●

●
●
●●●●●●
●
●●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●

●
●

●

●

●

●
●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●

●

●

●●
●

●

●●

●
●

●●●●

●

●

●

●
●●●

●

●
●
●●●●●●

●

●

●

●●

●

●●
●●
●●
●
●●●●●●●●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●
●●●●
●

●

●

●●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●
●

●

●

●●●

●

●

●

●●

●

●

●

● ●

●●

●

●●●●●

●
●
●●

●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●●●●●●●●
●
●

●

●●●●●●●●

●

●

●●●

●●

●●
●

●

●

●

●

●●
●
●

●

●
●●●

●●

●●●●●●● ●●

●

●●●●

●

●

●

2
6

10

●

●

●

●

●

●

●
●
●●●●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●

●

●
●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●
●●
●

●

●
●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●●●
●
●●●

●
●●●

●●●●●●●●●●

●

●
●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●●
●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●●
●
●●●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●

●
●
●

●

●

●●●●●

●

●

●●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●●●●

●

●●●

●
●

●●●

●
●

●●●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●

●●

●

●●

●●●●●

●

●

●●
●

●
●

●●

●

●●●

●
●

●
●

●●●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●●

●

●●

●

●
●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●●

●●

●

●●●

●

●●

● ●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●
●
●

●
●

●●

●

●

●●

●

●

●●

●

●
●

●

●●

●

●

●●
●
●
●
●
●
●●●●

●

●

●
●
●●
●

●

●

●●●

●

●●

●

●●●●

●

●

●

●

●●●
●
●
●●
●●

●

●

●

●

●

●
●
●
●

●

●●

●

●

●

●

●●●●●
●

●

●●

●

●

●

●
●
●●●●●●●

●

●●●

●

●
●

●

●

●
●

●●●●●

●

●●

●
●
●●●●●●
●
●●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●

●
●

●

●

●

●
●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●

●

●

●●
●

●

●●

●
●

●●●●

●

●

●

●
●●●

●

●
●
●●●●●●

●

●

●

●●

●

●●
●●
●●
●
●●●●●●●●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●
●●●●
●

●

●

●●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●
●

●

●

●●●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●●

●

●●●●●

●
●
●●

●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●●●●●●●●
●
●

●

●●●●●●●●

●

●

●●●

●●

●●
●
●

●

●

●

●●
●
●

●

●
●●●

●●

●●●●●●●●●

●

●●●●

●

●

●

2
6

10

●

●

● ●

●

●

●●● ●●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

● ●●

●

● ●●● ●●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●●
●

●

● ●●● ●●●

●

● ●

●

●

●

●●●
●

●●●
●

●●

●

●

●

●

●
●

●
●

●●●●
●

●
●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●● ●

●

● ●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

● ●●

●

●● ●●●●● ●●

●

●●●
●

●

●
●

● ●

●

●●

●

●●●

●
●

●●
●

●●

●

●

●
●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●● ●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●● ●●

●
●

● ●

●
●

● ●●

●

●

●● ●

●

●

●

●●

●

●●

●

●
●

●● ●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●●
●

●

●

●
●●

●●●
●

●

●●●●

●

●

●
●

●
●●● ●

●

●

●

●●

●

●
● ●

● ●●
●

●●●●●●

●

●
●

●

●

●● ●

● ●

●

●● ●

●

●

●

●

● ●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●●

●

● ● ●●
●

●

●
●
●

●

●

●

●

●●

●

●●●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

● ●●

●

●
●

●●

●
●

●●

●●

●● ●● ●
●

●●●●

●

●●

●

●
●●

●
●

●
● ●

●

●

●●● ●●●●●

●

● ●●

●

● ●●
●

●●●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●●●

●

●
●

●●●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●
●

●

●

●● ●●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●● ●

●

●●●●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●●

●● ●●● ●●
●
●● ●

●

● ●●● ●●●

●

●

●●
●

●

● ●

●

●

●
●

●●
●

●

●

●● ●●
●

●●● ●●● ●●
●

●

●

●●

●

●●
●

●●●
●
●

● ●●●● ●●

●

●● ●

●

●
●

●●

●

●●●●● ●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●●● ●●● ●

●●

●
●

●

●

●

●● ●

●● ●●● ●●●

●●

●
●

●

●

●● ● ●●●

●

●●

●

●

●

●●

●●●●●●

●

●

●
●

●

●●●● ●●

●

●● ●●●

●

●
●

● ●

●●

●
● ●● ●● ●●●

●●

●●●●● ●●●

●

●

●●●●

●
●
●

●

●

● ●

●

●

●●●●●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

● ●●

●

●●●●●●

●
●
●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●●
●

●

● ●●● ●● ●

●

●●

●

●

●

●●●
●

●●●
●

●●

●

●

●

●

●
●
●
●
●●●●
●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●● ●

●

●●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●●
●

●

●
●

●●

●

●●

●

●●●

●
●

●●
●
●●

●

●

●
●
●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●●●●

●
●

●●

●
●

●●●

●

●

●●●

●

●

●

●●

●

●●

●

●
●

●● ●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●●
●

●

●

●
●●

●●●
●

●

●●●●

●

●

●
●

●
●●● ●

●

●

●

● ●

●

●
● ●

● ●●
●

●●●●●●

●

●
●

●

●

● ●●

●●

●

●● ●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●●●●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●● ●

●

●
●

●●

●
●

●●

●●

●● ●●●
●
●●●●

●

●●

●

●
●●

●
●

●
●●
●

●

●●●●●●●●

●

● ●●

●

●●●
●

●●●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●●●

●

●
●

●● ●

●

●

●

●

● ●●

●

●

●

●
●

●

●

●●●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●●

●●●●●●●
●
●● ●

●

●●●●●●●

●

●

●●
●

●

●●

●

●

●
●
●●
●
●

●

●●●●
●
●●●●●● ●●
●
●

●

●●

●

●●
●

●● ●
●

●

●●●●●●●

●

●● ●

●

●
●

●●

●

●●●●●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●●●●●●●

●●

●
●
●

●

●

● ●●

●●●●●●●●

●●

●
●
●

●

●●●●●●

●

●●

●

●

●

●●

●●●●●●

●

●

●
●

●

●●●●● ●

●

●●●●●

●

●
●

● ●

●●

●
● ●●●●●●●

●●

●●●●●●●●

●

●

●●●●

●
●
●

●

●

● ●

●

●

●●●●●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

● ●●

●

●●● ●●●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●●
●

●

● ●●●●● ●

●

● ●

●

●

●

●● ●
●
●●●
●
●●

●

●

●

●

●
●
●
●
●●●●
●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●● ●

●

●●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

● ●●

●

●●●●●●●●●

●

●● ●
●

●

●
●

● ●

●

●●

●

●●●

●
●

●●
●
●●

●

●

●
●
●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●●●●

●
●

●●

●
●

●●●

●

●

●●●

●

●

●

●●

●

●●

●

●
●

●● ●

●

●

●
●

●

●
●
●

●

●

● ●
●

●

●

●
●●

●●●
●

●

●●●●

●

●

●
●

●
●●● ●

●

●

●

●●

●

●
● ●

● ●●
●

●● ●●●●

●

●
●

●

●

● ●●

● ●

●

●● ●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●●●●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●● ●

●

●
●

●●

●
●

●●

●●

●●●●●
●

●●●●

●

●●

●

●
●●

●
●

●
●●
●

●

●● ●●●●● ●

●

● ●●

●

●●●
●
●●●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●●●

●

●
●

●●●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●
●

●

●

●●●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●●

●●●●●●●
●
●●●

●

●●●●●●●

●

●

●●
●

●

●●

●

●

●
●
●●

●
●

●

●●●●
●

●●●●●●●●
●

●

●

●●

●

●●
●
●●●
●

●

●●●●●●●

●

●● ●

●

●
●

●●

●

●●●●●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●●● ●●●●

●●

●
●
●

●

●

● ●●

●● ●●●●●●

●●

●
●

●

●

●●● ●●●

●

● ●

●

●

●

●●

●●●●●●

●

●

●
●
●

●●●●● ●

●

●●● ●●

●

●
●

● ●

●●

●
●●● ●●●●●

●●

●●●●●●●●

●

●

●●●●

●
●

● V4
●

●

●●

●

●

●●●●●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●

●
●
●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

● ●●
●

●

● ●●●●● ●

●

●●

●

●

●

●●●
●
●●●
●
●●

●

●

●

●

●
●

●
●
●●●●
●
●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●●

●

●●
●
●

●
●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●●
●

●

●
●

● ●

●

●●

●

●●●

●
●

●●
●

●●

●

●

●
●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●●●●

●
●

●●

●
●

●●●

●

●

●●●

●

●

●

●●

●

●●

●

●
●

●● ●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●●
●

●

●

●
●●

●●●
●

●

●●●●

●

●

●
●

●
●●● ●

●

●

●

● ●

●

●
●●

●●●
●
●●●●●●

●

●
●

●

●

● ● ●

●●

●

●●●

●

●

●

●

● ●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●●●●
●

●

●
●
●

●

●

●

●

●●

●

●●●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●
●

●●

●
●
●●

●●

●● ●●●
●
●●●●

●

●●

●

●
●●

●
●

●
●●
●

●

●●●●●●●●

●

●●●

●

●●●
●
●●●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●●●

●

●
●

●●●

●

●

●

●

● ●●

●

●

●

●
●

●

●

●●●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●●

●●●●●●●
●
●●●

●

●●●●●●●

●

●

●●
●

●

●●

●

●

●
●
●●
●

●

●

●●●●
●
●●●●●●●●
●
●

●

●●

●

●●
●
●●●

●
●

●●●●●●●

●

●● ●

●

●
●

●●

●

●●●●●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●●●●●●●

●●

●
●
●

●

●

● ●●

●●●●●●●●

●●

●
●

●

●

●●●●●●

●

●●

●

●

●

●●

●●●●●●

●

●

●
●

●

●●●●● ●

●

●●●●●

●

●
●
● ●

●●

●
●●●●●●●●

●●

●●●●●●●●

●

●

●●●●

●
●

●

●

●

● ●

●

●

●●●●●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●

●●●●●●

●
●
●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●● ●
●

●

● ●●●●● ●

●

●●

●

●

●

●●●
●

●●●
●
●●

●

●

●

●

●
●
●
●
●●●●
●
●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

● ●●

●

●●
●

●
●
●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●●

●

●●
●

●

●
●

● ●

●

●●

●

●●

●
●

●●
●

●

●

●

●
●
●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●●●●

●
●

●●

●
●

●●●

●

●

●●●

●

●

●

●●

●

●●

●

●
●

●● ●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●
●●

● ●●
●

●

●●●

●

●

●
●

●
●●● ●

●

●

●

●●

●

●
●●

● ●●
●

●●●●●

●

●
●

●

●

●●●

● ●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●
●

●

●

●

●
●

●

●● ●●
●

●

●
●
●

●

●

●

●

●●

●

●●●●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●● ●

●

●
●

●●

●
●

●●

●●

●●●●●
●
●●●●

●

●●

●

●
●●
●

●
●
●●
●

●

●●●●●●●●

●

●● ●

●

●●●
●

●●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●●●

●

●
●

●●●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●
●

●

●

●●●●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●●

●●●●●●●
●
●●●

●

●●●●●●●

●

●

●●
●

●

●●

●

●

●
●
●●
●
●

●

●●●●
●
●●●●●●●●
●
●

●

●●

●

●●
●

●●●
●
●

●●●●●●●

●

● ● ●

●

●
●

●●

●

●●●●●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●

●

●●●●●●●●

● ●

●
●
●

●

●

●● ●

●●●●●●●

●●

●
●

●

●

●●●●●●

●

●●

●

●

●

●●

●●●●●●

●

●

●
●

●

●●●●●●

●

●●●●●

●

●
●
●●

● ●

●
●●●●●●●●

●●

●●●●●●●●

●

●

●●●●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●●●●●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

● ●●

●

●●●●●●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

● ●●
●

●

●●●● ●●●

●

●●

●

●

●

●●●
●

●● ●
●

● ●

●

●

●

●

●
●

●
●

●●●●
●

●
●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●● ●

●

● ●
●
●

●
●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●●
●

●

●
●

● ●

●

●●

●

●●●

●
●

●●
●

●●

●

●

●
●
● ●●

●

●

●

●

●

●

●

●● ●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●●●●

●
●

●●

●
●

●●●

●

●

●●●

●

●

●

● ●

●

●●

●

●
●

●● ●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●●
●

●

●

●
●●

● ●●
●

●

●●●●

●

●

●
●
●

●●●●

●

●

●

●●

●

●
●●

●●●
●

●●●●●●

●

●
●

●

●

● ●●

● ●

●

● ● ●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●● ●●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●
●

●●

●
●

●●

●●

●●●●●
●
●●●●

●

●●

●

●
●●
●

●
●

●●
●

●

●●●●●●●●

●

●●●

●

●●●
●

●●●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●●●

●

●
●

●●●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●
●

●

●

●●●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●●

●●●●●●●
●

●●●

●

●●●●●●●

●

●

●●
●

●

●●

●

●

●
●
● ●
●

●

●

●●●●
●
●●●●●●●●

●
●

●

●●

●

●●
●

●● ●
●

●

●●●●●●●

●

●●●

●

●
●

●●

●

●●●●●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●●●●●●●

●●

●
●
●

●

●

●● ●

●●●●●●●●

●●

●
●

●

●

●●●●●●

●

●●

●

●

●

●●

●●●●●●

●

●

●
●

●

●●●●●●

●

●●●●●

●

●
●

● ●

●●

●
●●●●●●●●

●●

●●●●●●●●

●

●

●●●●

●
●
●

●

●

● ●

●

●

●●●●●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

● ●●

●

●●●●●●

●
●
●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●●
●

●

● ● ●● ●● ●

●

●●

●

●

●

●●●
●
●●●
●
●●

●

●

●

●

●
●
●
●
●●●●
●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●●

●

●●
●
●

●
●

●

●

●

●

●

●●●

●

●● ●●●●●●●

●

●●●
●
●

●
●

● ●

●

●●

●

●●●

●
●

●●
●
●●

●

●

●
●
●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●●●●

●
●

●●

●
●

●●●

●

●

●●●

●

●

●

●●

●

●●

●

●
●

●● ●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●●
●

●

●

●
●●

●●●
●

●

● ●●●

●

●

●
●

●
●●● ●

●

●

●

●●

●

●
● ●
● ●●
●

●●●●●●

●

●
●

●

●

●● ●

● ●

●

●● ●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●●

●

● ●●●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●
●

●●

●
●
●●

●●

●●●●●
●
●●●●

●

●●

●

●
●●

●
●
●

●●
●

●

●●●●●●●●

●

●●●

●

●●●
●
●●●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●●●

●

●
●

●●●

●

●

●

●

● ●●

●

●

●

●
●

●

●

●●●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●●

●

●

●●

●●●●●●●
●
●●●

●

●●●●●●●

●

●

●●
●
●

●●

●

●

●
●
●●
●
●

●

●●●●
●
●●●●●●●●
●
●

●

●●

●

●●
●

●● ●
●
●

●●●●●●●

●

●● ●

●

●
●

●●

●

●●●●●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●●●●●●●

●●

●
●
●

●

●

● ● ●

●●●●●●●●

●●

●
●
●

●

●●●●●●

●

●●

●

●

●

●●

●●●●●●

●

●

●
●
●

●●●●● ●

●

●●●●●

●

●
●
● ●

●●

●
●●●●●●●●

●●

●●●●● ●●●

●

●

●●●●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●● ●●●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●

●
●
●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

● ●●
●

●

●●●● ●●●

●

●●

●

●

●

●●●
●
●●●
●
●●

●

●

●

●

●
●
●
●
●●●●
●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●●

●

●●
●
●

●
●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●●
●
●

●
●

● ●

●

●●

●

●●●

●
●

●●
●

●●

●

●

●
●
●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●●●●

●
●

●●

●
●

●●●

●

●

●●●

●

●

●

●●

●

●●

●

●
●
●●●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●●
●

●

●

●
●●

●●●
●

●

●●●●

●

●

●
●
●
●●●●

●

●

●

● ●

●

●
● ●
●●●
●
●●●●●●

●

●
●

●

●

●● ●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●●●●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●● ●

●

●
●

●●

●
●
●●

●●

●●●●●
●
●●●●

●

●●

●

●
●●

●
●
●
●●
●

●

●●●●●●●●

●

●●●

●

●●●
●
●●●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●●●

●

●
●
●●●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●
●

●

●

●●●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●●

●●●●●●●
●
●●●

●

●●●●●●●

●

●

●●
●
●

●●

●

●

●
●
●●
●
●

●

●●●●
●
●●●●●●●●
●
●

●

●●

●

●●
●

●●●
●
●

●●●●●●●

●

●●●

●

●
●

●●

●

●●●●●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●

●

●●●●●●●●

●●

●
●
●

●

●

●● ●

●●●●●●●●

●●

●
●
●

●

●●●●●●

●

●●

●

●

●

●●

●●●●●●

●

●

●
●
●

●●●●●●

●

●●●●●

●

●
●

● ●

●●

●
●●●●●●●●

●●

●●●●●●● ●

●

●

●●●●

●
●
●

●

●

●●

●

●

●●●●●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

● ●●

●

●●●●●●

●
●
●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●●●
●

●

● ●●● ●● ●

●

●●

●

●

●

●●●
●
●●●
●
●●

●

●

●

●

●
●
●
●
●●●●
●
●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●●

●

●●
●
●

●
●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●●
●

●

●
●

● ●

●

●●

●

●●●

●
●

●●
●
●●

●

●

●
●
●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●●●●

●
●

●●

●
●

●●●

●

●

●●●

●

●

●

●●

●

●●

●

●
●

●●●

●

●

●
●

●

●
●
●

●

●

●●
●

●

●

●
●●

●●●
●

●

●●●●

●

●

●
●
●

●●●●

●

●

●

●●

●

●
●●

● ●●
●
●●●●●●

●

●
●

●

●

●●●

● ●

●

●● ●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●● ●●
●

●

●
●
●

●

●

●

●

●●

●

●●●●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●● ●

●

●
●

●●

●
●
●●

●●

●●●●●
●
●●●●

●

●●

●

●
●●
●

●
●
●●
●

●

●●●●●●●●

●

●●●

●

●●●
●
●●●

●

●
●

●
●

●
●
●

●

●

●●●

●

●
●

●●●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●
●

●

●

●●●●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●●

●●●●●●●
●
●●●

●

●●●●●●●

●

●

●●
●

●

●●

●

●

●
●
●●
●
●

●

●●●●
●
●●●●●●●●
●
●

●

●●

●

●●
●
●●●
●
●

●●●●●●●

●

●● ●

●

●
●

●●

●

●●●●●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●

●

●●●●●●●●

●●

●
●
●

●

●

●●●

●●●●●●●●

●●

●
●
●

●

●●●●●●

●

●●

●

●

●

●●

●●●●●●

●

●

●
●
●

●●●●●●

●

●●●●●

●

●
●
● ●

●●

●
●●●●●●●●

●●

●●●●●●●●

●

●

●●●●

●
●
●

●

●

●
●

●

●

●●● ●
●

● ●●

●
●

●●

●

●

●
●

● ●● ●
●

●●●
●

●

●

●●●

●

●
●

● ●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

● ●

●

●

●

●
●● ●●

●

●
●●●

●

●

●●

●
●

● ●●●●●● ●

●

●

●

● ●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●● ●

●●

●● ●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●●●●
●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●●
●

●
●

●●
●

●●

●

●

●
●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●
● ●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●● ●●

●

●● ●

●

●

● ●●

●
●

●● ●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

● ●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●
●

●
●●● ●

●

●●●● ●
●

●

●

●

●●●

●

●

●

●
●

●

●
●● ●

●
●

●
● ●
●●●●●

●
●●

●

●●

●

●

●
●

●

●● ● ●●

●

●

●

●
●●

●

●

●
●

●

●●

●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●● ●● ● ●●

●
●

●●●

●
●

●

●

●
●

● ●●●●

●

●
●

●

●

●
●●

●●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●
●

●
● ●●●●●
●

●
●

●

●

●●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
● ●●●●●

●

● ●●●● ●●●●●
●

●

●
●●

●

● ●

●

●

●

●●●

●

●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●●●
●

●● ●
●

●

●
●●

●

●
●

●
●

●●●● ●●●

●

●●

●●
●

●
●

●●●●●●

●

●
●

●

●

●
● ●

●

● ●
●

●

●

●

●

●●
●●● ●●●●● ●

●

● ●●● ●●
●

●●

●●
●

●
● ● ●

●

●●●● ●
●

●

●
●

●●● ●●● ●●● ●●● ●

●

●●

●

●● ●●●●
●
●● ●●●● ●●

●

●●

● ●

●

●
●●

●

●●●●● ●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●●●●
●

●
●

●

●
● ●

●●

●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●●●
●

●●
●

●

●

●● ● ●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●
●

● ●●●● ●

●

●
●● ●●● ●● ●●

●
●●

●●
●

● ●● ●●●

●
●

●●●●● ●●●●

●

●●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●●●●
●
● ●●

●
●

●●

●

●

●
●

● ●●●
●

●●●
●
●

●

●●●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●● ●●
●

●
●●●

●

●

● ●

●
●
●●●●●●●●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●● ●

●●

●●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●
●●●●
●
●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●●
●

●
●

●●
●
●●

●

●

●
●
●●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●

●

●●●

●
●

●●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

● ●

●
●
●
●●●●

●

●●●● ●
●

●

●

●

●●●

●

●

●

●
●

●

●
●● ●

●
●

●
●●

●●●●●
●

●●

●

●●

●

●

●
●

●

●● ●●●

●

●

●

●
● ●

●

●

●
●

●

●●

●

●
●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●● ●●●●●

●
●

●●●

●
●

●

●

●
●

●●●●●

●

●
●

●

●

●
●●

● ●

●
● ●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●
●

●
●●●●●●
●

●
●

●

●

●●●
●

●
●

●
●
●

●
●
●

●●●●●●

●

● ●●●●●● ●●●
●

●

●
●●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●

●

●● ●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●●●
●
●●●
●

●

●
●●

●

●
●

●
●

●●●●●●●

●

●●

●●
●
●
●
●●●●●●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●●
●

●

●

●

●

●●
●●●●●●●● ●

●

●●●●●●
●

● ●

●●
●

●
●● ●

●

●●●●●
●

●

●
●
●●●●●●●●● ●●●●

●

●●

●

●●● ●● ●
●

●●●●●●●●

●

●●

● ●

●

●
●●

●

●●●●●●

●
●

●
●
●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●●●●
●

●
●
●

●
● ●

●●

●

●
●

●
●

●
●
●●
●
●●●

●
●●
●

●

●

●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●
●

●●●●●●

●

●
●●●●●●●●●

●
●●

●●
●

●●●●●●

●
●

●●●●●●●●●

●

●●
●
●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●●●●
●
● ●●

●
●

●●

●

●

●
●

● ●● ●
●
●● ●
●
●

●

●●●

●

●
●

● ●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

● ●

●

●

●

●
● ●●●

●

●
●●●

●

●

●●

●
●
●●●●●●●●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●● ●

●●

●●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●
●●●●
●
●●

●

●● ●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●●
●

●
●

●●
●
●●

●

●

●
●
●●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●

●

●●●

●
●

●●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

● ●

●
●

●
●●●●

●

●●●● ●
●

●

●

●

●●●

●

●

●

●
●

●

●
●● ●

●
●

●
●●

● ●●●●
●

●●

●

●●

●

●

●
●

●

●● ●●●

●

●

●

●
● ●

●

●

●
●
●

●●

●

●
●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●● ●●●●●

●
●

●●●

●
●

●

●

●
●

●●●●●

●

●
●

●

●

●
●●

● ●

●
● ●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●
●

●
●●●●●●

●

●
●

●

●

●●●
●

●
●

●
●
●

●
●
●

●●●●● ●

●

● ●●●●●●●●●
●

●

●
●●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●

●

●●●

●

●●

●

●

●

● ●●

●

●●●
●
●●●
●

●

●
●●

●

●
●

●
●

●●●●●●●

●

●●

●●
●
●
●
●●●●●●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●●
●

●

●

●

●

●●
●●●●●●●●●

●

●●●●●●
●

●●

●●
●

●
●● ●

●

●●●● ●
●

●

●
●
●● ●●●●●●●●● ●●

●

●●

●

●●●●●●
●

●●●●●●●●

●

●●

● ●

●

●
●●

●

●●●●●●

●
●

●
●
●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●●●●
●

●
●
●

●
● ●

●●

●

●
●

●
●

●
●

●●
●
●●●

●
●●

●

●

●

●●● ●●●

●

● ●

●

●●●●●●●●●●●

●

●
●
●●●●●●

●

●
●●● ●●●●●●

●
●●

●●
●

● ●●●●●

●
●

●●●●●●●●●

●

●●
●
●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●●●●
●
● ●●

●
●

●●

●

●

●
●

●●● ●
●
●●●
●
●

●

●●●

●

●
●

● ●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

● ●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●
●
●

●

●

●●

●

●

●

●
●●●●
●

●
●●●

●

●

● ●

●
●

●●●●●●●●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●●

●●

●●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●
●●●●
●
●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●●
●

●
●

●●
●

●●

●

●

●
●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●
●

●

●
●
●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●

●

●●●

●
●

●●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

● ●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

● ●

●
●
●

●●●●

●

●●●● ●
●

●

●

●

●●●

●

●

●

●
●

●

●
●●●

●
●
●

●●
●●●●●

●
●●

●

● ●

●

●

●
●

●

●●● ●●

●

●

●

●
●●

●

●

●
●

●

●●

●

●
●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●● ●●●●●

●
●

●●●

●
●

●

●

●
●

●●●●●

●

●
●

●

●

●
●●

● ●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●
●

●
●●●●●●
●

●
●

●

●

●●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●●●●●●

●

●●● ●●●●●●●
●

●

●
● ●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●

●

●●●

●

● ●

●

●

●

● ●●

●

●●●
●

●●●
●

●

●
● ●

●

●
●

●
●

●● ●● ●●●

●

● ●

●●
●

●
●
●●●●●●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●●
●

●

●

●

●

●●
●●●●●●●●●

●

●●●●●●
●

●●

●●
●

●
●● ●

●

●●●●●
●

●

●
●
●●●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●
●

●●●●●●●●

●

●●

● ●

●

●
●●

●

●●●●●●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●●●●
●
●
●
●

●
●●

●●

●

●
●

●
●

●
●
●●
●
●●●

●
●●

●

●

●

●●●●●●

●

●●

●

●● ●●●●●●●● ●

●

●
●

●●●●●●

●

●
●●●●● ●●●●

●
●●

●●
●
●●●●●●

●
●

●●●●●●●● ●

●

●●
●
●

●

●
● V5

●

●

●
●

●

●

●●●●
●
● ●●

●
●

●●

●

●

●
●

●● ●
●
●●●
●
●

●

●●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●●● ●

●

●
●●●

●

●

● ●

●
●
●●●●●●●●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

● ●●

●●

●●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●●●●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●●

●
●

●●
●

●

●

●

●
●
●●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●

●

●●●

●
●

●●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

● ●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●
●

●
● ●●●

●

●●● ●
●

●

●

●

●●●

●

●

●

●
●

●

●
●●●

●
●

●
●●

●●●●
●

●●

●

●●

●

●

●
●

●

●● ●

●

●
●

●●

●

●

●
●
●

●●

●

●
●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

● ●●● ●●

●
●

●●●

●
●

●

●

●
●

●●●●●

●

●
●

●

●

●
●●

● ●

●
● ●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●
●

●
●●●●●●
●

●
●

●

●

●●●
●

●
●
●

●
●

●
●
●
●●●●●●

●

●● ●●●●●●●●

●

●
●●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●●●
●
●●●
●

●

●
●●

●

●
●

●
●

●●● ●●●●

●

●●

●●
●
●
●
●●●●●●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●●
●

●

●

●

●

●●
●●●●●●●●●

●

●●●●●●
●

●●

●●
●

●
●● ●

●

●●●●●
●

●

●
●
●●●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●●● ●●●
●
●●●●●●●●

●

● ●

●●

●

●
●●

●

●●●●●●

●
●

●
●
●

●

●

●

●

● ●
●

●

●

●●●●
●
●
●
●

●
●●

●●

●

●
●

●
●

●
●
●●●●●

●
●●
●

●

●

●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●
●

●●●●●●

●

●
●●●●●●●●●

●
● ●

●●
●
●●●●●●

●
●

●●●●●●●●●

●

●●
●

●

●

●
●

●

●

●
●
●

●

●●●●
●

● ●●

●
●

●●

●

●

●
●

● ●●●
●
●●●
●

●

●

●●●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●●●●

●

●
●● ●

●

●

● ●

●
●

●● ●●●●● ●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●● ●

●●

●●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●●●●
●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●●
●

●
●

●●
●

●●

●

●

●
●
● ●●

●

●

●

●

●

●

●

●
● ●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●

●

●●●

●
●

●●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●
●

●
● ●●●

●

●●●● ●
●

●

●

●

●●●

●

●

●

●
●

●

●
● ●●

●
●
●

●●
●●●●●
●
●●

●

●●

●

●

●
●

●

● ● ●●●

●

●

●

●
●●

●

●

●
●
●

●●

●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●
●
●

●●●●● ●●

●
●

●●●

●
●

●

●

●
●

● ●●●●

●

●
●

●

●

●
● ●

●●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●
●

●
●●●●●●

●

●
●

●

●

●●●
●

●
●

●
●
●

●
●

●
●●●●●●

●

●●●●●●●●●●
●

●

●
●●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●●●
●

●●●
●

●

●
●●

●

●
●

●
●

●●●●●●●

●

●●

●●
●

●
●
●●●●●●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●●
●

●

●

●

●

●●
●●●●●●●●●

●

●●●●●●
●

●●

●●
●

●
●● ●

●

●●● ●●
●

●

●
●

●●●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●●●●● ●
●

●●●●●●●●

●

●●

● ●

●

●
●●

●

●●●●●●

●
●

●
●
●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●●●●
●

●
●
●

●
●●

●●

●

●
●

●
●

●
●
●●

●
●●●

●
●●
●

●

●

●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●
●

●●●●●●

●

●
●●●●●●●● ●

●
●●

●●
●

●●●●●●

●
●

●●●●●●●●●

●

●●
●
●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●●●●
●
● ●●

●
●

●●

●

●

●
●

● ●● ●
●
●●●
●
●

●

●●●

●

●
●

● ●

●

●

●

●

●

●

●●

●

● ●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●●●●

●

●
●●●

●

●

● ●

●
●
●●●●●●●●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●●

●●

●●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●●●●
●
●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●
●●
●

●
●

●●
●
●●

●

●

●
●
●●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●

●

●●●

●
●

●●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

● ●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●
●

●
●●●●

●

● ●●● ●
●

●

●

●

●●●

●

●

●

●
●

●

●
●● ●

●
●

●
● ●

●●●●●
●

●●

●

● ●

●

●

●
●

●

●● ●●●

●

●

●

●
● ●

●

●

●
●

●

●●

●

●
●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●●●● ●●●

●
●

●●●

●
●

●

●

●
●

● ●●●●

●

●
●

●

●

●
●●

● ●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●
●

●
●●●●●●
●

●
●

●

●

●●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●●●●●●

●

●●●●●●●●●●
●

●

●
●●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●●●
●
●●●
●

●

●
●●

●

●
●

●
●

●●●●●●●

●

●●

●●
●
●
●
●●●●●●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●●
●
●

●

●

●

●●
●●●●●●●●●

●

●●●●●●
●

●●

●●
●

●
●● ●

●

●●●●●
●

●

●
●
●●●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●●●●● ●
●
●●●●●●●●

●

●●

●●

●

●
●●

●

●●●●●●

●
●

●
●
●

●

●

●

●

● ●
●
●

●

●●●●
●
●
●
●

●
● ●

●●

●

●
●

●
●

●
●
●●
●
●●●
●
●●
●

●

●

●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●
●
●●●●●●

●

●
●●●●●●●●●

●
●●

●●
●
●●●●●●

●
●

●●●●● ●●●●

●

●●
●
●

●

●
●

●

●

●
●
●

●

●● ●●
●
●●●

●
●

●●

●

●

●
●

●●●●
●
●●●
●
●

●

●●●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●
●

●

●

●
●

●
●

●
●
●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●●●●
●

●
●●●

●

●

● ●

●
●
●●●●●●●●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●●

●●

●●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●
●●●●
●
●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●
●●
●

●
●

●●
●

●●

●

●

●
●
●●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●

●

●●●

●
●

●●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

● ●

●
●
●
●●●●

●

●●●● ●
●

●

●

●

●●●

●

●

●

●
●

●

●
●● ●

●
●

●
●●
●●●●●

●
●●

●

●●

●

●

●
●

●

●●●●●

●

●

●

●
●●

●

●

●
●

●

●●

●

●
●
●

●

●
●

●

●
●
●
●

●

●●●●●●●

●
●

●●●

●
●

●

●

●
●
●●●●●

●

●
●

●

●

●
●●

● ●

●
● ●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●
●

●
●●●●●●
●

●
●

●

●

●●●
●

●
●
●
●
●
●
●
●
●●●●●●

●

●●●●●●●●●●
●

●

●
●●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●●●
●
●●●
●

●

●
●●

●

●
●

●
●

●●●●●●●

●

●●

●●
●
●
●
●●●●●●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●●
●
●

●

●

●

●●
●●●●●●●●●

●

●●●●●●
●

●●

●●
●

●
●●●
●

●●●●●
●

●

●
●
●●●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●
●
●●●●●●●●

●

●●

●●

●

●
●●

●

●●●●●●

●
●

●
●
●

●

●

●

●

●●
●
●

●

●●●●
●
●
●
●

●
●●

●●

●

●
●

●
●

●
●
●●
●
●●●
●
●●
●

●

●

●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●
●
●●●●●●

●

●
●●●●●●●●●

●
●●

●●
●
●●●●●●

●
●

●●●●●●● ●●

●

●●
●
●

●

●
●

2
6

10

●

●

●
●
●

●

●●●●
●
● ●●

●
●

●●

●

●

●
●

● ●● ●
●
●●●
●
●

●

●●●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●●●●
●

●
●●●

●

●

●●

●
●
●●●●●●●●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●●

●●

●●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●
●●●●
●
●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●●
●

●
●

●●
●
●●

●

●

●
●
●●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●
●

●

●
●
●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●

●

●●●

●
●

●●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●
●
●
●●●●

●

●●●● ●
●

●

●

●

●●●

●

●

●

●
●

●

●
●●●

●
●

●
●●

●●●●●
●

●●

●

●●

●

●

●
●

●

●● ●●●

●

●

●

●
●●

●

●

●
●
●

●●

●

●
●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●● ●●● ●●

●
●

●●●

●
●

●

●

●
●

●●●●●

●

●
●

●

●

●
●●

● ●

●
● ●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●
●

●
●●●●●●
●

●
●

●

●

●●●
●

●
●
●
●
●

●
●
●
●●●●●●

●

●●●●●●●●●●
●

●

●
●●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●●●

●

●●●
●
●●●
●

●

●
●●

●

●
●

●
●

●●●●●●●

●

●●

●●
●
●
●
●●●●●●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●●
●

●

●

●

●

●●
●●●●●●●●●

●

●●●●●●
●

●●

●●
●

●
●● ●

●

●●●●●
●

●

●
●
●●●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●
●
●●●●●●●●

●

●●

●●

●

●
●●

●

●●●●●●

●
●

●
●
●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●●●●
●
●
●
●

●
●●

●●

●

●
●

●
●

●
●
●●
●
●●●
●
●●
●

●

●

●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●
●
●●●●●●

●

●
●●●●●●●●●

●
●●

●●
●
●●●●●●

●
●

●●●●●●●●●

●

●●
●
●

●

●
●

2
6

10

●

●

●

●

●

●●

●● ●●●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●●

●

● ●●● ●●

●

●●● ●●

●

●

●

●

● ●●

●

● ●

●

●
●

●

● ●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●

●

●

●
● ●

●

●● ●●
●

●

●

●

●

●●● ●●●●●● ●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●●

●

●

●

●

●

● ●●

●

●●
●

●●●●●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●●

●
●

●

●●● ●●●

● ●●

● ●●

●

●● ●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●● ●●

●

●● ●

●●

● ●●

●

●

●● ●

●

●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●
●●

●

●
●

●
●

●●

●●●

●

●

●●●

●

●● ● ●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●●●

●

●●

● ●●● ●

●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●●

●

●

●● ●●●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●●

● ●

●

●

●●

● ●

●●●

●

● ●● ●

●

●●

●

●

● ●

●

●

●

●

●●

●●

●●

●●

●● ●● ●●●●●● ● ●●

●

●●●●

●

●●
●

●

●

●●● ●●●●●

●

● ●

●

●● ●●
●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●●

●

●
●

●●● ●●●

●

●

●●●●

●

●
●
●

●●● ●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●●

●

●●

●● ● ●●●●●●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●● ●●● ●●●●● ●

●
●

●●● ●●●

●●

●● ●

●

● ●

●

●

●●●● ●●

●

●● ●●● ●●● ●
●

● ●●● ●

●

●●

●

●● ●

●

●●●●● ●●●● ●●

●

●

●

●

●

●●

●●
●

●●●●● ●

●●

● ●●

●

●

●

●●

● ●

●

●

●●●● ●●● ●●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●● ●●●●●
●

●● ●

●

●
●

● ● ●●●

●

●● ●
●
●●●●●●●●●●

●
●

●

● ●●●● ●●

●

●● ●●● ●● ●● ●

●

●

●● ●● ●● ●●●

●●

●●●●● ●●●●

●

●●
●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●●

●●●●●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●●

●

●●●●●●

●

●●● ●●

●

●

●

●

● ●●

●

●●

●

●
●
●

●●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●

●

●

●
● ●

●

●●●●
●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●
●
●●●●●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●●

●
●

●

●●●●●●

●● ●

● ●●

●

●●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●●

●●●

●

●

●●●

●

●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●
●●

●

●
●

●
●

●●

●● ●

●

●

●●●

●

● ●●●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●●●

●

●●

●●● ●●

●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●●

●

●

●● ●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●

● ●

●

●

●●

●●

●●●

●

●●● ●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

● ●

●●

●●

●● ●●●●●●●●● ●●

●

●●● ●

●

●●
●
●

●

●●●●●●●●

●

● ●

●

●●●●
●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●●

●

●
●

●● ●●●●

●

●

●●●●

●

●
●
●
●●●●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●●

●

●●

●●●●●●●●●●●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●●●●●●●● ●

●
●

●●●●●●

● ●

●●●

●

●●

●

●

●●●●●●

●

●●●●●●●●●
●
● ●●●●

●

●●

●

●●●

●

● ●●●●●●●●●●

●

●

●

●

●

●●

●●
●

●●●●●●

● ●

●●●

●

●

●

● ●

●●

●

●

●●●●●●●● ●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●●●●●●
●

●●●

●

●
●

●●●●●

●

●● ●
●

●●●●●●●●●●
●

●

●

●●●●●● ●

●

●●●●●●●●● ●

●

●

●● ●●●●●●●

●●

●●●●●●●●●

●

●●
●
●

●
●
●

●

●

●

●

●

●●

●●●●●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●●

●

●●● ●●●

●

●●● ●●

●

●

●

●

● ●●

●

●●

●

●
●

●

●●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●

●

●

●
●●

●

●●●●
●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●●

●

●

●

●

●

● ●●

●

●●
●
●●●●●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●●

●
●

●

●●●●●●

●● ●

● ●●

●

●●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●●

●●●

●

●

●●●

●

●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●
●●

●

●
●

●
●

●●

●● ●

●

●

●●●

●

● ●●●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●●●

●

●●

● ●● ●●

●

●

●

●●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●● ●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●●

●●

●●●

●

●●● ●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

● ●

●●

●●

●●●●●●●●●●● ●●

●

●●●●

●

●●
●
●

●

●● ●●●●● ●

●

● ●

●

●●●●
●
●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●●

●

●
●

●●●●●●

●

●

●● ●●

●

●
●
●
●●●●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●●

●

●●

●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●●

●
●

●●●●●●

●●

●●●

●

●●

●

●

●●●● ●●

●

●●●● ●●●●●
●
●●● ●●

●

●●

●

●●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●

●

●

●

● ●

●●
●

●●●●●●

●●

●●●

●

●

●

● ●

●●

●

●

●●●● ●●●● ●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●● ●●●●●
●

●●●

●

●
●

●● ●●●

●

● ● ●
●

●●●●●●●●●●
●

●

●

●●●●●● ●

●

●●● ●●●●●● ●

●

●

●●●● ●●●●●

●●

●●●●●●●●●

●

●●
●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●●●●●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●●

●

●●●●●●

●

●●● ●●

●

●

●

●

●●●

●

● ●

●

●
●

●

●●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●
●
●

●
●

●●
●

●

●

●

●
●●

●

●●●●
●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●

●

●

● ●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●
●
●●●●●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●●

●
●

●

●●●●●●

●● ●

● ●●

●

●●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●●

●●●

●

●

●●●

●

●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●
●●

●

●
●

●
●

●●

●●●

●

●

●●●

●

●●● ●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●●●

●

●●

●● ●●●

●

●

●

●●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●● ●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●●

●●

●●●

●

●●● ●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●●

●●

●●

●●●●●●●●●● ●●●

●

●●●●

●

●●
●

●

●

●●●●●●●●

●

●●

●

●●●●
●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●●

●

●
●

●●● ●● ●

●

●

●● ●●

●

●
●

●
●●●●●

●

●● ●

●

●

●

●

●

●● ●

●

●●●

●

● ●

●●● ●●●●●●●●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●●

●
●

●●●●●●

●●

●●●

●

●●

●

●

●●●●●●

●

●●●●●●●●●
●
●●●●●

●

●●

●

●●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●

●

●

●

●●

●●
●

●●●●●●

●●

● ●●

●

●

●

● ●

●●

●

●

●●●●●●●● ●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●●●●●●
●
●●●

●

●
●

●●●●●

●

●● ●
●

● ●●●●●●●● ●
●

●

●

●●●●●●●

●

●●●●● ●●●●●

●

●

●●●●●●●●●

●●

●●●●●●●● ●

●

●●
●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●●●●●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●●

●

●●●●●●

●

●●● ●●

●

●

●

●

●●●

●

●●

●

●
●

●

●●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●

●

●

●
●●

●

●●●●
●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●

●

●

●●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●
●
●

●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●
●
●●●●●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●●

●
●

●

●●●●●●

●● ●

● ●●

●

●●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

● ●

●●●

●

●

●●●

●

●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●
●●

●

●
●

●
●

●●

●● ●

●

●

●●●

●

● ●●●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●●●

●

●●

●●● ● ●

●

●

●

●●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●● ●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●●

●●

●●●

●

●●● ●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●●

●●

●●

●● ●●●●●●●● ●●●

●

●●●●

●

●●
●

●

●

●●●●●●●●

●

●●

●

●●●●
●
●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●●

●

●
●

●●● ●●●

●

●

●●●●

●

●
●
●

●●●●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●●

●

●●

●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●●

●
●

●●●●●●

●●

●●●

●

●●

●

●

●●●●●●

●

●●●●●●●●●
●
●●●●●

●

●●

●

●●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●

●

●

●

●●

●●
●

●●●●●●

●●

●●●

●

●

●

● ●

●●

●

●

●●●●●●●● ●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●●●●●●
●

●●●

●

●
●

●●●●●

●

●● ●
●
●●●●●●●●●●

●
●

●

●●●●●● ●

●

●●●●●●●●● ●

●

●

●●●●●●●●●

●●

●●●●●●●●●

●

●●
●

●

●
●

● V6
●

●

●

●

●

●●

●●●●●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●●

●

●●●●●●

●

●●● ●●

●

●

●

●

● ●●

●

●●

●

●
●

●

●●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●●
●
●

●

●

●
●●

●

● ●●●
●

●

●

●

●

●●●● ●●●●● ●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●
●
●

●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●
●

●●●●●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●●

●
●

●

●●●● ●●

●●●

● ●●

●

●● ●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●●

●●●

●

●

●●●

●

●

●

● ●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●
●●

●

●
●

●
●

●●

●● ●

●

●

●●●

●

● ●●●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●●●●

●

●●

●●● ●●

●

●

●

● ●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●● ●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●●

● ●

●●●

●

●●● ●

●

● ●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●●

●●

●●

●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●

●

●●
●
●

●

●●●●●●●●

●

●●

●

●●●●
●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●●

●

●
●

●●●●●●

●

●

●●●●

●

●
●
●

●●●●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●●

●

●●

●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●●

●
●

●●●●●●

●●

●●●

●

●●

●

●

●●● ●●●

●

●●●●●●●●●
●

●●●●●

●

●●

●

●●●

●

● ●●●●●●●●●●

●

●

●

●

●

●●

●●
●

●●●●●●

●●

●●●

●

●

●

● ●

●●

●

●

●●●●●●●● ●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●●●●●●
●

●●●

●

●
●

●●●●●

●

●● ●
●

●●●●●●●●●●
●

●

●

●●●●●●●

●

●●●●●●●● ● ●

●

●

●●●●●●●●●

●●

●●●●●●●●●

●

●●
●
●

●
●
●

●

●

●

●

●

●●

●●●●●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●●

●

●●●●●●

●

●●● ●●

●

●

●

●

● ●●

●

●●

●

●
●

●

●●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●

●

●

●
●●

●

●●●●
●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●

●

●

●●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●
●
●

●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●
●

●●●●●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●●

●
●

●

●●●●●●

●● ●

● ●●

●

●●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●●

●●●

●

●

●●●

●

●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●
●●

●

●
●

●
●

●●

● ●●

●

●

●●●

●

● ● ●●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●●●

●

●●

●● ●● ●

●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●●

●

●

●● ●●●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●●

● ●

●●●

●

● ●●●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●●

●●

●●

●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●

●

●●
●

●

●

●●●●●●●●

●

●●

●

●●●●
●
●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●●

●

●
●

●●●●●●

●

●

●●●●

●

●
●
●
●●●●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●●

●

●●

●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●●

●
●

●●●●●●

●●

●●●

●

●●

●

●

●●●●●●

●

●●●●●●●●●
●
●●●●●

●

●●

●

●●●

●

● ●●●●●●●●●●

●

●

●

●

●

● ●

●●
●

●●●●●●

● ●

●●●

●

●

●

●●

●●

●

●

●●●●●●●● ●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●●●●●●
●
●●●

●

●
●

●●●●●

●

●● ●
●
●●●●●●●●●●

●
●

●

●●●●●● ●

●

●●●●●●●●● ●

●

●

●●●●●●●●●

●●

●●●●● ●●●●

●

●●
●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

● ●●●●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●●

●

●●●●●●

●

●●●●●

●

●

●

●

●●●

●

●●

●

●
●

●

●●

●
●

●

●

●
●
●

●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●

●

●

●
●●

●

●●●●
●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●
●
●

●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●
●
●●●●●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●●

●
●

●

●●●●●●

●●●

● ●●

●

●●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●●

●●●

●

●

●●●

●

●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●
●●

●

●
●

●
●

●●

●●●

●

●

●●●

●

● ●●●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●●●

●

●●

●●●● ●

●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●●

●

●

●●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●●

●●

●●●

●

●●●●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●●

●●

●●

●●●●●●●●●●●●●

●

●●● ●

●

●●
●
●

●

●●●●●●●●

●

●●

●

●●●●
●
●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●●

●

●
●
●●●●●●

●

●

●●●●

●

●
●
●
●●●●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●●

●

●●

●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●●

●
●

●●●●●●

●●

●●●

●

●●

●

●

●●●●●●

●

●●●●●●●●●
●
●●●●●

●

●●

●

●●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●

●

●

●

●●

●●
●
●●●●●●

●●

●●●

●

●

●

●●

●●

●

●

●●●●●●●●●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●●●●●●
●
●●●

●

●
●

●●●●●

●

●● ●
●
●●●●●●●●●●

●
●

●

●●●●●●●

●

●●●●●●●●● ●

●

●

●●●●●●●●●

●●

●●●●●●● ●●

●

●●
●
●

●
●
●

●

●

●

●

●

●●

●●●●●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●●

●

●●●●●●

●

●●● ●●

●

●

●

●

●●●

●

●●

●

●
●
●

●●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●

●

●

●
●●

●

●●●●
●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●
●
●

●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●
●
●●●●●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●●

●
●

●

●●●●●●

●●●

● ●●

●

●●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●●

●●●

●

●

●●●

●

●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●
●●

●

●
●

●
●

●●

●● ●

●

●

●●●

●

●●●●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●●●

●

●●

●●●●●

●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●● ●●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●●

●●

●●●

●

●●● ●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●●

●●

●●

●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●

●

●●
●
●

●

●●●●●●●●

●

●●

●

●●●●
●
●●

●

●

●

●

●

●
●
●

●

●

●●●

●

●
●

●●●●●●

●

●

●●●●

●

●
●
●
●●●●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●●●

●

●●

●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●●

●
●

●●●●●●

●●

●●●

●

●●

●

●

●●●●●●

●

●●●●●●●●●
●
●●●●●

●

●●

●

●●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●

●

●

●

●●

●●
●

●●●●●●

●●

●●●

●

●

●

● ●

●●

●

●

●●●●●●●● ●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●●●●●●
●
●●●

●

●
●

●●●●●

●

●● ●
●
●●●●●●●●●●

●
●

●

●●●●●●●

●

●●●●●●●●● ●

●

●

●●●●●●●●●

●●

●●●●●●●●●

●

●●
●
●

●
●
●

●●● ●●

●

●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

● ●
● ●●

●
●

●

●

●
●●

●
●

●

● ●
●

●

●

●

●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●●

●● ●
●

●
●●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●
●

●

● ●
●

●

●

●
●

●●

●●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●● ●

●●

●

●

●

●

●●
●

● ●
●●

●
●

●
●●

●●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●●● ●●

● ●

●
●

●

●
●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●
● ●●

●

●

●
●

●
●

● ●●

●

●●● ●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●

●

● ●

●

●
●

●

●

●
●

● ●
●●

●●
●

●

●
●●

●

● ●

●

●●●

●

●

●

●

●●

●
●
● ●

●

●

●

●●

●
●

●
●

● ●●

●

●●
●●●

● ●●●

● ●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●●

●

●

● ● ●●●

●

●

●
●

●

●
●

●●

●

●

● ●

●●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●●
●

●

●

●

●●

●

● ●●

●

●

●

●
●●

● ●
●

●

●
●

●

●

●●
●
●

●
●

●
● ●
●

●●●
●
●● ●

●

●

●

●

●●●

●

●
● ●●

●

●
●
● ●

●

●
●

●

●

●
●

●●
● ●●

●
●●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●●
●
●

●

●
●

●
●●●

●

●●●
●

●● ●●

●

●
●●

●

● ●

●

●

●●●● ●●●

●

●

●

●
● ●

●●●●●●●●

●

●●

●
●

●●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●
● ●

●●
●

●●
●

● ●

●

● ●●●
●
●

●

●
●

●
●

●

●

● ●

●

●

●
●●

●

●
●

●

●
●

●●
● ●●

● ●●
● ●

●● ●

●

●●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

● ●
●●●

●
●

●

●
● ●

●

●
●

●●

●

●
●●●

●
●

●
●

● ●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●
●

●● ●

●●
●

●●

●

●

●
●

●

●● ●●
●

●●●

●

●
●

●
●

●

●● ● ●
●

●

●

●●

●

●
●●●

●●
●●

●
●●

●

●
●

● ●●
●
● ●

●

●

●
●

●
●● ●
● ●

●

●●●

●●

●
●

●
●

●●●

●

●

●

●●●●
●

●●●

●

●
●
●●

●

●●

● ●● ●●

●

●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●●
●●●

●
●
●

●

●
●●

●
●

●

●●
●

●

●

●

●

●

●
● ●

●
●
●

●●

● ●

●● ●
●

●
●●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●
●

●

● ●
●
●

●

●
●

● ●

●●

●

●
●
●

●

●
●
●●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●

●●

●

●

●

●

●●
●
● ●
●●
●
●
●
●●
●●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●● ● ●●

●●

●
●

●

●
●

●

●

● ●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●●●

●

●

●
●

●
●

●●●

●

●●●●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●
●

●●
●●

●●
●

●

●
●●

●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●●

●
●
● ●

●

●

●

● ●

●
●

●
●

● ●●

●

●●
●●●
● ●●●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●
●

● ●

●

●

● ● ●●●

●

●

●
●

●

●
●

●●

●

●

● ●

●●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●●
●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●

●

●
● ●

●●
●

●

●
●

●

●

● ●
●
●

●
●

●
● ●
●
●●●
●
●●●

●

●

●

●

●● ●

●

●
●●●

●

●
●

●●
●

●
●
●

●

●
●

●●
●●●

●
●●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●● ●
●
●

●

●
●

●
●●●

●

●●●
●
●●●●

●

●
●●

●

●●

●

●

●●●●●●●

●

●

●

●
●●
●●●●●●●●

●

● ●

●
●

●●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●
●●
●●
●
●●
●

● ●

●

●●●●
●
●
●

●
●

●
●
●

●

●●

●

●

●
●●

●

●
●

●

●
●
●●
●●●
●●●
● ●
●●●

●

●●

●

●
●

●

●
●

●

●
●
●●
●●●
●
●

●

●
● ●

●

●
●

●●

●

●
●●●
●
●

●
●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●
●

●
●●●

●●
●

●●

●

●

●
●

●

●●●●
●
●●●

●

●
●
●
●

●

●●●●
●
●

●

●●

●

●
●●●
●●
●●
●

●●

●

●
●

●●●
●
●●

●

●

●
●
●
●●●
●●

●

● ●●

●●

●
●
●
●
●●●

●

●

●

●●●●
●
●●●

●

●
●
●●

●

●●

● ●● ●●

●

●●

●
●
●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

● ●
●●●

●
●
●

●

●
●●

●
●

●

● ●
●

●

●

●

●

●

●
● ●

●
●

●

●●

● ●

●● ●
●

●
●●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●
●

●

●●
●
●

●

●
●

● ●

●●

●

●
●
●

●

●
●
●●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●

●●

●

●

●

●

●●
●

● ●
●●
●
●
●

●●
●●

●

●
● ●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●● ● ●●

●●

●
●

●

●
●

●

●

● ●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●●●

●

●

●
●

●
●

●●●

●

●●●●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●
●

●●
● ●

●●
●

●

●
●●

●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●●

●
●
● ●

●

●

●

●●

●
●

●
●

● ●●

●

●●
●●●

● ●●●

● ●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●
●

● ●

●

●

● ●●●●

●

●

●
●

●

●
●

●●

●

●

●●

●●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●●
●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●

●

●
● ●

●●
●

●

●
●

●

●

● ●
●
●

●
●

●
●●
●

●●●
●
●●●

●

●

●

●

●●●

●

●
●●●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●
●

●●
●●●

●
●●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●●
●
●

●

●
●

●
● ●●

●

●●●
●
●●●●

●

●
●●

●

●●

●

●

●●●●●●●

●

●

●

●
●●

●●●●●●●●

●

●●

●
●

●●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●
●●
●●
●
●●
●

●●

●

●●●●
●
●
●

●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●
●●

●

●
●

●

●
●
●●

●●●
●●●
●●
● ●●

●

●●

●

●
●

●

●
●

●

●
●
●●
●●●
●
●

●

●
● ●

●

●
●

●●

●

●
●●●
●

●

●
●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●
●

●●●

●●
●

●●

●

●

●
●

●

●● ●●
●
●●●

●

●
●
●

●

●

●●● ●
●
●

●

● ●

●

●
●●●
●●
●●
●

●●

●

●
●
●●●
●
●●

●

●

●
●
●

●●●
●●

●

● ●●

●●

●
●

●
●

●●●

●

●

●

●●●●
●
●●●

●

●
●
●●

●

● ●

● ●●● ●

●

●●

●
●
●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

● ●
●●●
●
●
●

●

●
●●

●
●

●

● ●
●

●

●

●

●

●

●
●●

●
●

●

●●

●●

●●●
●

●
●●
●

●
●
●

●

●
●

●●

●
●
●

●●
●
●

●

●
●

● ●

● ●

●

●
●

●

●

●
●
●●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●

●●

●

●

●

●

●●
●
● ●
●●
●
●
●
●●
●●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●
●

●

●

●

●●

●

●● ● ●●

●●

●
●

●

●
●

●

●

● ●●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●
●●●

●

●

●
●

●
●

●●●

●

●●●●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●

●

● ●

●

●
●

●

●

●
●

● ●
●●

● ●
●

●

●
●●

●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●●

●
●
●●

●

●

●

●●

●
●

●
●

●●●

●

●●
●●●
● ●●●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●●

●

●

● ●●●●

●

●

●
●

●

●
●

●●

●

●

●●

●●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●●
●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●

●

●
● ●

●●
●

●

●
●

●

●

●●
●
●

●
●

●
●●
●
●●●
●
●● ●
●

●

●

●

●●●

●

●
●●●

●

●
●
●●
●

●
●
●

●

●
●
● ●
●●●

●
●●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●●●
●

●
●

●
●

●
● ●●

●

●●●
●

●●●●

●

●
● ●

●

●●

●

●

●● ●● ●●●

●

●

●

●
●●

●●●●●●●●

●

● ●

●
●

● ●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●
●●
●●
●
●●
●

●●

●

●●●●
●
●
●

●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●
●●

●

●
●

●

●
●
●●

●●●
●●●
●●
●●●

●

●●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●●
●●●
●
●

●

●
●●

●

●
●

●●

●

●
●●●
●
●

●
●

● ●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●
●
●
●●●

●●
●

●●

●

●

●
●

●

●●●●
●
●●●

●

●
●

●
●

●

●●●●
●
●

●

●●

●

●
● ●●
●●
●●
●
● ●

●

●
●

●●●
●
●●
●

●

●
●
●
●● ●
●●

●

● ●●

●●

●
●
●
●
●●●

●

●

●

●●●●
●
●● ●

●

●
●
●●

●

●●

● ●●●●

●

●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●●
●●●

●
●

●

●

●
●●

●
●

●

●●
●

●

●

●

●

●

●
● ●
●
●

●

●●

●●

●●●
●

●
●●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●
●

●

●●
●

●

●

●
●

● ●

●●

●

●
●

●

●

●
●
●●

●

●
●

●

●
●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●

●●

●

●

●

●

● ●
●
● ●
●●
●
●
●
●●
●●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●
●

●

●

●

●●

●

●● ●●●

●●

●
●

●

●
●

●

●

● ●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●●●

●

●

●
●

●
●

●●●

●

●●●●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●
●

● ●
●●

●●
●

●

●
●●

●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●●

●
●
● ●

●

●

●

● ●

●
●

●
●

●●●

●

●●
●●●
●●●●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●●

●

●

●●●●●

●

●

●
●

●

●
●

●●

●

●

●●

●●
●
●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●●
●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●

●

●
●●

●●
●

●

●
●

●

●

●●
●
●

●
●

●
● ●

●
●●●
●
●● ●

●

●

●

●

●●●

●

●
●●●

●

●
●

●●
●

●
●
●

●

●
●
●●
●●●
●
●●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●●●
●

●
●

●
●

●
●●●

●

●●●
●

●●●●

●

●
●●

●

●●

●

●

●●●●●●●

●

●

●

●
●●
●●●●●●●●

●

●●

●
●

●●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●
●●

●●
●
●●
●

●●

●

●●●●
●
●

●

●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●
●●

●

●
●

●

●
●

●●
●●●
●●●
●●
●●●

●

●●

●

●
●
●

●
●

●

●
●
●●
●●●
●
●

●

●
● ●

●

●
●

●●

●

●
●●●
●
●

●
●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●
●

●
●●●

●●
●

●●

●

●

●
●

●

●●●●
●

●●●

●

●
●

●
●

●

●●●●
●
●

●

●●

●

●
●●●
●●
●●
●
●●

●

●
●

●●●
●
●●

●

●

●
●
●
●●●
●●

●

●●●

●●

●
●
●
●
●●●

●

●

●

●●●●
●
●●●

●

●
●

●●

●

●●

● ●● ●●

●

●●

●
●
●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
● ●
●●●
●
●
●

●

●
●●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
● ●

●
●

●

●●

●●

● ●●
●

●
●●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●
●

●

●●
●

●

●

●
●

● ●

● ●

●

●
●
●

●

●
●
●●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●

●●

●

●

●

●

●●
●
● ●
●●

●
●
●
●
●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●
●

●

●

●●

●

● ●●●

●●

●
●

●

●
●

●

●

● ●●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●
●●●

●

●

●
●

●
●

●●●

●

●●●●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●

●

● ●

●

●
●

●

●

●
●

● ●
●

●●
●

●

●
●●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

● ●

●
●
● ●

●

●

●

●●

●
●

●
●

● ●●

●

●●
●●
● ●●●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

● ●●●●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

● ●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●●
●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●

●

●
● ●

●●
●

●

●
●

●

●

●●
●
●

●
●

●
●●
●
●●●
●
●●●
●

●

●

●

●●●

●

●
●●●

●

●
●
●●
●

●
●
●

●

●
●

●●
●●●

●
●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●●●
●
●
●

●
●

●
●●●

●

●●●
●
●●●●

●

●
●●

●

● ●

●

●

●●● ●●●●

●

●

●

●
●●
●●●●●●●●

●

●●

●
●

● ●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●
●●
●●
●
●●
●

●●

●

●●●●
●
●
●

●
●

●
●
●

●

●●

●

●

●
●●

●

●
●

●

●
●
●●
●●●
●●●
●●
●●●

●

●●

●

●
●
●

●
●

●

●
●
●●
●●●
●
●

●

●
● ●

●

●
●

●●

●

●
●●●
●
●

●
●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●
●
●
●●●

● ●
●

●●

●

●

●
●

●

●●●●●●●

●

●
●
●

●

●

●●●●
●
●

●

●●

●

●
●●●
●●
●●
●
●●

●

●
●

●●●
●
●●
●

●

●
●
●
●●●
●●

●

● ● ●

●●

●
●
●
●
●●●

●

●

●

●●●●
●
●●●

●

●
●

●●

●

●●

V7
●●● ●●

●

●●

●
●
●
●

●
●

●
●

●
●
●
●

●

●

●

●

● ●
●●●
●
●
●

●

●
●●

●
●

●

● ●
●

●

●

●

●

●

●
● ●
●

●
●

●●

● ●

●●●
●

●
● ●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●
●
●

●●
●
●

●

●
●

● ●

●●

●

●
●
●

●

●
●
●●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●

●●

●

●

●

●

●●
●
● ●

●●
●

●
●
●●
●●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●
●

●

●

●

●●

●

●● ●●●

●●

●
●

●

●
●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●●●

●

●

●
●

●
●

●●●

●

●●●●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●

●

● ●

●

●
●

●

●

●
●

●●
●●

● ●
●

●

●
●●

●

●●

●

● ●●

●

●

●

●

● ●

●
●
● ●

●

●

●

●●

●
●

●
●

● ●●

●

●●
●●●
● ●●●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●
●

● ●

●

●

● ● ●●●

●

●

●
●

●

●
●

●●

●

●

●●

●●
●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●●
●

●

●

●

●●

●

● ●●

●

●

●

●
● ●

●●
●

●

●
●

●

●

●●
●
●

●
●

●
●●
●
●●●
●
●●●
●

●

●

●

●●●

●

●
●●●

●

●
●
●●
●

●
●

●

●

●
●
●●
●●●
●
●●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●●●
●
●

●

●
●

●
●●●

●

●●●
●
●●●●

●

●
●●

●

●●

●

●

●●●●●●●

●

●

●

●
●●
●●●●●●●●

●

●●

●
●

●●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●
●●
●●
●
●●
●

●●

●

●●●●
●
●
●

●
●

●
●
●

●

●●

●

●

●
●●

●

●
●

●

●
●
●●
●●●
●●●
●●
●●●

●

●●

●

●
●

●

●
●

●

●
●
●●
●●●
●

●

●

●
● ●

●

●
●

●●

●

●
●●●
●
●

●
●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●
●
●
●●●

●●
●

●●

●

●

●
●

●

●●●●
●
●●●

●

●
●
●
●

●

●●●●
●
●

●

●●

●

●
●●●
●●
●●
●
●●

●

●
●
●●●
●
●●

●

●

●
●
●
●●●
●●

●

●●●

●●

●
●
●
●
●●●

●

●

●

●●●●
●

●●●

●

●
●
●●

●

●●

●●●●●

●

●●

●
●
●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●●
●●●
●
●
●

●

●
●●

●
●

●

●●
●

●

●

●

●

●

●
●●

●
●

●

●●

●●

●●●
●

●
●●
●

●
●
●

●

●
●

●●

●
●

●

●●
●
●

●

●
●

● ●

●●

●

●
●
●

●

●
●
●●

●

●
●

●

●
●
●

●
●

●
●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●

●●

●

●

●

●

●●
●
● ●
●●
●
●
●
●●
●●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●
●

●

●

●

●●

●

●● ● ●●

●●

●
●

●

●
●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●
●●●

●

●

●
●

●
●

●●●

●

●●●●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●
●

●●
●●

●●
●

●

●
●●

●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●●

●
●
●●

●

●

●

● ●

●
●

●
●

●●●

●

●●
●●●
● ●●●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●●

●

●

●● ●●●

●

●

●
●

●

●
●

●●

●

●

● ●

●●
●
●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●●
●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●

●

●
● ●

●●
●

●

●
●

●

●

●●
●
●

●
●

●
●●
●
●●●
●
●●●
●

●

●

●

●● ●

●

●
●●●

●

●
●
●●
●

●
●
●

●

●
●
●●
●●●
●
●●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●●●
●
●
●

●
●

●
●●●

●

●●●
●
●●●●

●

●
●●

●

●●

●

●

●●●●●●●

●

●

●

●
●●
●●●●●●●●

●

●●

●
●

●●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●
●●
●●
●
●●
●

●●

●

●●●●
●
●
●

●
●

●
●
●

●

●●

●

●

●
●●

●

●
●

●

●
●
●●
●●●
●●●
●●
●●●

●

●●

●

●
●
●

●
●

●

●
●
●●
●●●
●
●

●

●
●●

●

●
●

●●

●

●
●●●
●
●

●
●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●
●
●
●●●

●●
●

●●

●

●

●
●

●

●●●●
●
●●●

●

●
●
●
●

●

●●●●
●
●

●

●●

●

●
●●●
●●
●●
●
●●

●

●
●
●●●
●
●●
●

●

●
●
●
●●●
●●

●

●●●

●●

●
●
●
●
●●●

●

●

●

●●●●
●
● ●●

●

●
●

●●

●

●●

2
6

10

●●●●●

●

●●

●
●
●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

● ●
●●●
●
●
●

●

●
●●

●
●

●

●●
●
●

●

●

●

●

●
● ●

●
●
●

●●

●●

●●●
●

●
●●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●
●

●

●●
●
●

●

●
●

● ●

●●

●

●
●
●

●

●
●
●●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●

●●

●

●

●

●

●●
●
● ●
●●
●
●
●
●●
●●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●
●

●

●

●

●●

●

●● ●●●

●●

●
●

●

●
●

●

●

● ●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●●●

●

●

●
●

●
●

●●●

●

●●●●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●
●

● ●
●●

●●
●

●

●
●●

●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●●

●
●
●●

●

●

●

●●

●
●

●
●

● ●●

●

●●
●●●
● ●●●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●●

●

●

● ●●●●

●

●

●
●

●

●
●

● ●

●

●

● ●

●●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●●
●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●

●

●
● ●

●●
●

●

●
●

●

●

●●
●
●

●
●

●
●●
●
●●●
●
●●●
●

●

●

●

●●●

●

●
●●●

●

●
●
●●
●

●
●
●

●

●
●
●●
●●●
●
●●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●●●
●
●
●

●
●

●
●●●

●

●●●
●
●●●●

●

●
●●

●

● ●

●

●

●●●●●●●

●

●

●

●
●●
●●●●●●●●

●

●●

●
●

●●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●
●●
●●
●
●●
●

●●

●

●●●●
●
●
●

●
●

●
●
●

●

●●

●

●

●
●●

●

●
●

●

●
●
●●
●●●
●●●
●●
●●●

●

●●

●

●
●
●

●
●

●

●
●
●●
●●●
●
●

●

●
● ●

●

●
●

●●

●

●
●●●
●
●

●
●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●
●
●
●●●

●●
●

●●

●

●

●
●

●

●●●●
●
●●●

●

●
●
●
●

●

●●●●
●
●

●

●●

●

●
●●●
●●
●●
●
●●

●

●
●
●●●
●
●●
●

●

●
●
●
●●●
●●

●

●●●

●●

●
●
●
●
●●●

●

●

●

●●●●
●
●●●

●

●
●
●●

●

●●

2
6

10

●
●

●

●

●

●

●●● ●●●

●

●

●

●

●● ●●

●

●

●

●

●

●

● ●●● ●●

●

●●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●
●

●

●

●

●●
● ●●●● ●●●

● ●

●

●

●●● ●●●●●● ●

●●
●

●

● ●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●●
●

●

● ●● ●

●●

●

●

●

●

●

● ●●

●

●
●

●

●●●● ●●

●

●●● ●●

● ●

●

●

●

●● ●●●●

●

●

●
●● ●

●

●

●●● ●●●

●

●

●

●

●

●●●● ●

●

●●

●

●

●

●

●●

●● ●●

●

●● ●

●

●● ●●

●

●

●● ●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●●●● ●

●

●

●

●●

●

●

● ●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●
●
●●●●

●

●●

●

●

●
●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●● ●●

●
●

●

●

●●●
●
●

●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●

●● ●

●

●●

●

●

●
●

● ●

●

●

●

●●●●●

●●

●● ●● ●●●●●●
●

●●

●

●
●●

●
●●

● ●
●

●

●●● ●●●
●

●

●

● ●●
●
● ●●●●●●

●

●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●●

●

●

●

●●
● ●●

●
●

●

●

●●● ●●●● ●●● ●●

●

●●●

●

● ●

●

●

●●●● ●
●
●

●

●
●

●● ● ●●●●●●●●

●

●●

●●

●● ● ●

●

●● ●●

●

●●● ●●● ●●●●● ●

●

● ●●● ●●●

●●

●● ●●● ●

●●

●●●● ●●

●

●● ●●● ●●● ●●● ●●● ●

●

●●

●

●●
●

●●

●

●●● ●●●● ●
●

●

●●

●

●
●

●

●●

●

●●●●● ●

●

●

● ●●

●

●
●●●

●

●●●●●●● ●●● ●

●

●

●

●● ●● ●

●

●

●● ●●● ●●● ●●● ●●

●

●● ● ●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●●●
●

●●● ●

●

●
●● ●●● ●● ●●

●●

●

●● ●● ●● ●●●

●

●

●
●●●●

●

●●●

●

●●●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●●●●●

●

●

●

●

●● ●●

●

●

●

●

●

●

●●●●●●

●

●●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●●
● ●●●●●●●

● ●

●

●

●●●●●●●●●●

●●
●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●●
●

●

●●●●

●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●
●

●

●●●●●●

●

●●● ●●

● ●

●

●

●

●● ●●●●

●

●

●
●●●
●

●

●●●●●●

●

●

●

●

●

● ●●●●

●

●●

●

●

●

●

●●

●●●●

●

●●●

●

●●●●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●●

●●●●●

●

●

●

●●

●

●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

● ●

●
●
●●●●

●

●●

●

●

●
●

●

●

● ●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●● ●●

●
●

●

●

●●●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●

●● ●

●

●●

●

●

●
●

● ●

●

●

●

●● ●●●

●●

●● ●●●●●●●●
●

●●

●

●
●●

●
●●

●●
●

●

●●●●●●
●
●

●

● ●●
●

●●● ●●●●

●

●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●●

●

●

●

●●
●●●

●
●

●

●

●●● ●●●●●●●●●

●

●●●

●

●●

●

●

●●●●●
●
●

●

●
●

●●●●●●●●●●●

●

● ●

●●

●●● ●

●

●● ●●

●

●●●●●●●●●●● ●

●

●●●●●●●

● ●

●●● ●●●

●●

●●●●●●

●

●●●●●●●●●●● ●●●●

●

●●

●

●●
●

●●

●

●●●●●●●●
●

●

●●

●

●
●

●

●●

●

●●●●●●

●

●

●●●

●

●
●● ●

●

●● ●●●●●●●●●

●

●

●

●● ●● ●

●

●

●●●●●●●● ●●●●●

●

●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●●●
●
●●●●

●

●
●●●●●●●●●

● ●

●

●● ●●●●●●●

●

●

●
●●●●

●

●●●

●

●●●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●●●●●

●

●

●

●

●● ●●

●

●

●

●

●

●

●●● ●●●

●

●●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●
●

●

●

●

●●
●●●●●●●●

●●

●

●

●●●●●●●●●●

●●
●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●●
●

●

●●●●

●●

●

●

●

●

●

● ●●

●

●
●

●

●●●●●●

●

●● ● ●●

● ●

●

●

●

●● ●●●●

●

●

●
●●●
●

●

●●●●●●

●

●

●

●

●

● ●●●●

●

●●

●

●

●

●

●●

●●●●

●

●●●

●

●●●●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●●

●●●●●

●

●

●

●●

●

●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

● ●

●
●

●●●●

●

●●

●

●

●
●

●

●

● ●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●● ●●

●
●

●

●

●●●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●

●● ●

●

●●

●

●

●
●

● ●

●

●

●

●● ●●●

●●

●●●●●●●●●●
●

●●

●

●
●●

●
●●

●●
●

●

●● ●●●●
●

●

●

● ●●
●
●●●●●●●

●

●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●●

●

●

●

●●
●●●

●
●

●

●

● ●● ●●●●●●●●●

●

●●●

●

●●

●

●

●●●●●
●
●

●

●
●

●●●●●●●●●●●

●

●●

●●

●●● ●

●

●● ●●

●

●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●

●●

●●● ●●●

●●

●●●● ●●

●

●●●● ●●●●●●●●● ●●

●

●●

●

●●
●
●●

●

●●●●●●●●
●

●

●●

●

●
●

●

●●

●

●●●●●●

●

●

●●●

●

●
●● ●

●

●● ●●●●● ●●●●

●

●

●

●● ●● ●

●

●

●● ●●●●●● ●●●● ●

●

●●● ●●●

●

● ●

●

●●●●●●●●●●●

●

●●●
●
●●●●

●

●
●●● ●●●●●●

● ●

●

●●●● ●●●●●

●

●

●
●●●●

●

●●●

●

●●●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●●●●●

●

●

●

●

●● ●●

●

●

●

●

●

●

●●●●●●

●

●●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●
●

●

●

●

●●
●●●●●●●●

●●

●

●

●●●●●●●●●●

● ●
●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●●
●

●

●●●●

●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●
●

●

●●●●●●

●

●●●●●

●●

●

●

●

●● ●●●●

●

●

●
●●●
●

●

●●●●●●

●

●

●

●

●

● ●●●●

●

●●

●

●

●

●

● ●

●●●●

●

●●●

●

●●●●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●●

●●●●●

●

●

●

●●

●

●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●
●
●●●●

●

●●

●

●

●
●

●

●

● ●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●● ●●

●
●

●

●

●●●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●

●● ●

●

●●

●

●

●
●
● ●

●

●

●

●●●●●

●●

●●●●●●●●●●
●

●●

●

●
●●

●
●●

●●
●

●

●●●●●●
●
●

●

●●●
●

●●●●●●●

●

●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●●

●

●

●

●●
● ●●

●
●

●

●

● ●● ●●●● ●●●●●

●

●● ●

●

●●

●

●

●● ●● ●
●
●

●

●
●

●●● ●●●●●●●●

●

● ●

●●

● ●● ●

●

●● ●●

●

●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●

●●

●●●●●●

● ●

●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●●
●

●●

●

●●●●●●●●
●

●

●●

●

●
●

●

●●

●

●●●●●●

●

●

● ●●

●

●
●● ●

●

●● ●●●●●●●●●

●

●

●

●● ●● ●

●

●

●●●●●●●● ●●●●●

●

●●●●●●

●

●●

●

●● ●●●●●●●● ●

●

●●●
●
●●●●

●

●
●●●●● ●●●●

● ●

●

●●●●●●●●●

●

●

●
●●●●

●

●● ●

●

●●●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●●●●●

●

●

●

●

●● ●●

●

●

●

●

●

●

●●●●●●

●

●●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●●
●●●●●●●●

● ●

●

●

●●●●●●●●●●

●●
●

●

● ●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●●
●

●

●●●●

●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●
●

●

●●●●●●

●

●●● ●●

● ●

●

●

●

●●●●●●

●

●

●
●●●
●

●

●●●●●●

●

●

●

●

●

● ●●●●

●

●●

●

●

●

●

● ●

●●●●

●

●●●

●

●●●●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●●●●●

●

●

●

●●

●

●

● ●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●
●
●●●●

●

●●

●

●

●
●

●

●

● ●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●●●●

●
●

●

●

●●●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●

●● ●

●

●●

●

●

●
●
● ●

●

●

●

●●●●●

●●

●● ●●●●●●●●
●

●●

●

●
●●

●
●●
●●
●

●

●●●●●●
●
●

●

●●●
●
●●●●●●●

●

●

●
●

●
●
●

●●
●

●

●●

●

●

●

●●
● ●●
●

●
●

●

●●● ●●●●●●●●●

●

●●●

●

●●

●

●

●●●●●
●
●

●

●
●

●●●●●●●●●●●

●

●●

●●

●●● ●

●

●●●●

●

●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●

●●

●●● ●●●

●●

●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●●
●
●●

●

●●●●●●●●
●

●

●●

●

●
●

●

●●

●

●●●●●●

●

●

●●●

●

●
●● ●

●

●● ●●●●●●●●●

●

●

●

●● ●●●

●

●

●●●●●●●●●●●● ●

●

●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●●●
●
●●●●

●

●
●●●●●●●●●

●●

●

●●●●●●●●●

●

●

●
●●●●

●

●●●

●

●●●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●●●●●

●

●

●

●

●● ●●

●

●

●●

●

●●●●●●

●

●●●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●●
●● ●●●●●●

●●

●

●

●●●●●●●●●●

● ●
●

●

● ●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●● ●
●

●

●●●●

●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●
●

●

●●●●●

●

●● ●●

● ●

●

●

●

●● ●●●

●

●

●
● ●

●

●

●●●●●●

●

●

●

●

●

● ●●●●

●

●●

●

●

●

●

● ●

●●●●

●

●●●

●

●●●●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●●

●● ●●●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

● ●

●
●
●●●

●

●●

●

●

●
●

●

●

● ●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●
●

● ●●

●
●

●

●

●●●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●

●●●

●

●●

●

●

●
●

● ●

●

●

●

●●●●●

●●

●●●●●●●●●●
●
●●

●

●
●●
●

●●
●●
●

●

●●●●●●
●
●

●

●● ●
●
●●●●●●

●

●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●●

●

●

●

●●
●●●
●

●
●

●

●●● ●●●●●●●●●

●

●●●

●

● ●

●

●

●●● ●●
●
●

●

●
●

●●●●●●●●●●●

●

●●

● ●

● ●● ●

●

●● ●●

●

●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●

●●

●●● ●●●

● ●

●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●●
●

●●

●

●●●●●●●●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●

●

●●●●●●

●

●

●●●

●

●
●●●

●

●● ●●●●●●●●●

●

●

●

●● ●● ●

●

●

●●●●●●●●●●● ●

●

●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●

●

● ●●
●
●●●●

●

●
●●●●●●●●●

● ●

●

●●●●●●●●●

●

●

●
●●●●

●

●●●

●

●●●●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●●●●●●

●

●

●

●

●●●●

●

●

●

●

●

●

●●●●●●

●

●●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●
●

●

●

●

●●
●●●● ●●● ●

●●

●

●

●●●● ●●●●● ●

● ●
●

●

● ●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●●
●

●

● ●●●

●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●
●

●

●●●●●●

●

●●● ●●

● ●

●

●

●

●● ●●●●

●

●

●
●● ●
●

●

●●●● ●●

●

●

●

●

●

●●●● ●

●

●●

●

●

●

●

●●

●●●●

●

●●●

●

●●●●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●● ●●●

●

●

●

●●

●

●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

● ●

●
●

●●●●

●

●●

●

●

●
●

●

●

●●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●●●●

●
●

●

●

●●●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●

●● ●

●

● ●

●

●

●
●

● ●

●

●

●

●●●●●

●●

●●●●●●●●●●
●

●●

●

●
●●
●

●●
●●
●

●

●●●●●●
●

●

●

●●●
●

●●●●●●●

●

●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●●

●

●

●

●●
●●●

●
●

●

●

●●● ●●●●●●●●●

●

●●●

●

●●

●

●

●●●●●
●
●

●

●
●

●●●●●●●●●●●

●

●●

●●

●●● ●

●

●● ●●

●

●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●

●●

●●● ●●●

●●

●●● ●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●●
●

●●

●

●●●●●●●●
●

●

●●

●

●
●

●

●●

●

●●●●●●

●

●

●●●

●

●
●● ●

●

●● ●●●●●●●●●

●

●

●

●● ●● ●

●

●

●●●●●●●● ●●●●●

●

●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●●●
●
●●●●

●

●
●●●●●●●● ●

●●

●

●●●●●●●●●

●

●

●
●●●●

●

●●●

●

●●●●

●

●

● V8
●
●
●

●

●

●

●● ●●●●

●

●

●

●

●●●●

●

●

●

●

●

●

●●●●●●

●

●●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●
●

●

●

●

●●
●●●●●●●●

● ●

●

●

●●●●●●●●●●

●●
●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●●
●

●

●●●●

●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●
●

●

●●●●●●

●

●●●●●

● ●

●

●

●

●●●●●●

●

●

●
● ●●
●

●

●●●●●●

●

●

●

●

●

●●●●●

●

●●

●

●

●

●

● ●

●●●●

●

●●●

●

●●●●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●●

●●●●●

●

●

●

●●

●

●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●
●
●●●●

●

●●

●

●

●
●

●

●

● ●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●●●●

●
●

●

●

●●●
●
●

●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●

●●●

●

●●

●

●

●
●

● ●

●

●

●

●●●●●

●●

●●●●●●●●●●
●
●●

●

●
●●

●
●●
●●
●

●

●●●●●●
●
●

●

●●●
●
●●●●●●●

●

●

●
●

●
●

●
●●
●
●

●●

●

●

●

●●
●●●
●
●
●

●

●●●●●●●●●●●●

●

●●●

●

●●

●

●

●●●●●
●
●

●

●
●

●●●●●●●●●●●

●

●●

●●

●●● ●

●

●●●●

●

●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●

●●

●●●●●●

●●

●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●●
●

●●

●

●●●●●●●●
●

●

●●

●

●
●

●

●●

●

●●●●●●

●

●

●●●

●

●
●●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●

●

●●●●●

●

●

●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●●●
●
●●●●

●

●
●●●●●●●●●

●●

●

●●●●●●●●●

●

●

●
●●●●

●

● ●●

●

●●●●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●●●●●●

●

●

●

●

●● ●●

●

●

●

●

●

●

●●●●●●

●

●●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●●
●●●●●●●●

●●

●

●

●●●●●●●●●●

●●
●

●

● ●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●●
●

●

●●●●

●●

●

●

●

●

●

●●●

●

●
●

●

●●●●●●

●

●●● ●●

● ●

●

●

●

●● ●●●●

●

●

●
●●●
●

●

●●●●●●

●

●

●

●

●

● ●●●●

●

●●

●

●

●

●

●●

●●●●

●

●●●

●

●●●●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●●●●●

●

●

●

●●

●

●

●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

● ●

●
●
●●●●

●

●●

●

●

●
●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●● ●●

●
●

●

●

●●●
●

●
●

●

●

●●

●

●

●●●

●

●

●● ●

●

●●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●●●●●

●●

●●●●●●●●●●
●
●●

●

●
●●
●

●●
●●
●

●

●●●●●●
●
●

●

●●●
●
●●●●●●●

●

●

●
●

●
●
●
●●

●
●

●●

●

●

●

●●
●●●
●
●

●

●

●●● ●●●●●●●●●

●

●●●

●

● ●

●

●

●●●●●
●
●

●

●
●

●●●●●●●●●●●

●

●●

●●

●●● ●

●

●● ●●

●

●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●

●●

●●● ●●●

●●

●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●●
●
●●

●

●●●●●●●●
●

●

●●

●

●
●

●

●●

●

●●●●●●

●

●

●●●

●

●
●● ●

●

●● ●●●●●●●●●

●

●

●

●● ●● ●

●

●

●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●●●
●
●●●●

●

●
●●●●●●●●●

●●

●

●●●●●●●●●

●

●

●
●●●●

●

●●●

●

●●●●

●

●

●

●●● ●● ●●●

●

●●● ●●

●

●●●
●

●

●

●● ●● ●● ●●● ●●

●

●●● ●●●● ●
●

●

● ●
●

●● ●
●

●

●
●

●

●●●

●

● ●●● ●●●

●

●●

●

● ●

●

● ●

●

●● ●●●● ●●●

●

●

●

●

●●● ●●●●●● ●

●

●

●
● ● ●

●
●

●●●

●
●

●

●

●●● ●

●

● ●● ●

●

●●●

●

●
●

● ●●

●

●● ●●●●● ●●

●

●●● ●● ●

●

●

●

●●● ●●●●

●

●
●●

●

●●

●

●

●● ●●●

●

●●●

●

●●●● ●● ●●●

●

●● ●

●

●● ●●
●

●● ●

●

●● ●●

●

●●● ●

●

●●

●

●
●

●●
●
●● ●● ●

●
● ●●● ●●

●
● ●●●

●

●

●

●
●●●●● ● ●●●●●

●●●

●●●●● ●

●

●

● ●

●

●
●

●

●

●
●

●● ●●●●●●

●

●●● ●
●

●

●

● ●

●

●● ● ●● ●●● ●
●

●●

●

● ●

●

●●

●

●●● ●●● ●●●● ●

●

●● ●● ● ●● ● ●●
●
●●

●
● ●●● ● ●●●●

●

● ●● ●●●●●

●

● ●

●

●

● ●

●

●

●●●●

●

●

●● ●● ●●●●●● ● ●●

●

●●●

●

●●● ●● ●●●● ●●●●●

●

● ●●●● ●●●●●● ●● ●● ●●
●

●● ●●●● ●● ●●●● ●●● ● ●●●●● ●●●● ●●● ●● ●●●●●●
●
●●●●●● ●●●

●

●
●

●● ● ●●●●●●●●●●●

●

●●● ●

●

● ●● ●●
●
●●● ●●● ●●●●● ●

●

● ●●● ●●●
●

●●● ●●● ● ●●●●●● ●● ●●● ●●● ●●● ●●● ●●● ●●●●
●

●● ●
●

●●●●● ●●●● ●●●●●
●

●●
●

●● ●●●●●● ●●●● ●● ●● ●●●● ●●●●●●● ●●● ●●
●

●

●● ●●
●

●

●

●● ●●● ●●● ●●● ●●

●

●● ● ●●● ●●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●●● ●●●● ●●

●

●● ●●● ●●
●

●

●

●●●● ●● ●● ●●●

●

●

●●●●● ●●

●

● ●●
●
●●

●
●● ● ●● ●● ●●●

●

●●● ●●

●

●●●
●

●

●

●● ●●●●●●●●●

●

●●● ●● ●●●
●

●

● ●
●

●●●
●

●

●
●

●

●● ●

●

● ●●● ●●●

●

● ●

●

●●

●

●●

●

●● ●●●●●●●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●

●

●

●
●●●

●
●

●●●

●
●

●

●

●●● ●

●

●●●●

●

●●●

●

●
●

●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●● ●●●

●

●

●

●●● ●●●●

●

●
●●

●

●●

●

●

●●●●●

●

● ●●

●

● ●●●● ●●● ●

●

●● ●

●

●●●●
●

●●●

●

●●●●

●

●●●●

●

●●

●

●
●

●●
●

●● ●● ●
●

● ● ●● ●●
●

●●●●

●

●

●

●
●●●●●● ●●●●●

●● ●

●●●●● ●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●
●

● ●●●●●●●

●

●● ●●
●

●

●

●●

●

●● ●●● ●●●●
●

●●

●

● ●

●

●●

●

●●● ●●● ●● ●● ●

●

●● ●●●●● ●●●
●

● ●
●

● ●●● ●●●●●

●

●●● ●●●● ●

●

●●

●

●

●●

●

●

● ●●●

●

●

●● ●●●●●●●●● ●●

●

●●●

●

●●●●● ●●●●●●●●●

●

● ●●●●●● ●●●● ●● ●● ●●
●

●● ●●●● ●● ●●● ●●●● ●● ●●●● ●●●●●●●●● ●●●● ●●
●

● ●●●●●●●●

●

●
●

●●●●●●●●●●● ●● ●

●

●●●●

●

●●● ●●
●

●●●●●●●●●●● ●

●

●●●●●●●
●

●●●● ●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●● ●●●
●

●●●
●

● ●●●●●●●●●● ●●●
●

●●
●

●● ●●●●●●● ● ●●●● ●● ●● ●●●● ●●●●●●●●● ●
●

●

●● ●●
●

●

●

●●●●●●●● ●●●●●

●

●●●●●● ●●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●● ●

●

●●●●●●●
●

●

●

●●●● ●●●●●●●

●

●

●●●●●●●

●

● ●●
●
●●

●
●● ● ●● ●● ●●●

●

●●● ●●

●

●●●
●

●

●

●● ●● ●●●● ●●●

●

●●● ●● ●● ●
●

●

● ●
●

●●●
●

●

●
●

●

●● ●

●

● ●●● ●●●

●

● ●

●

● ●

●

● ●

●

● ●●●●●●●●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●

●

●

●
●●●

●
●

●●●

●
●

●

●

●●● ●

●

●●●●

●

●●●

●

●
●

● ●●

●

●●●●●●●●●

●

●● ● ●●●

●

●

●

●●● ●●●●

●

●
●●

●

●●

●

●

●●●●●

●

● ●●

●

● ●●●● ●●● ●

●

●● ●

●

●●●●
●

●●●

●

●●●●

●

●●●●

●

●●

●

●
●

●●
●

●● ●● ●
●

● ● ●● ●●
●

●●● ●

●

●

●

●
●●●●●● ●●●●●

●● ●

●●●●● ●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●
●

● ●●● ●●●●

●

●● ● ●
●

●

●

● ●

●

●● ●●● ●●●●
●

●●

●

● ●

●

●●

●

●●● ●●● ●● ●● ●

●

●● ●●●●● ● ●●
●

● ●
●

● ●●● ●●●●●

●

●●● ●●●● ●

●

●●

●

●

●●

●

●

● ●●●

●

●

●●●●●●●●●●● ●●

●

●●●

●

●●●●● ●●● ●●●●● ●

●

● ●●●●●●●●●● ●● ●● ●●
●

●● ●●●● ●● ●●●●●●● ● ●●● ●● ●●●●●●●●● ●●●● ●●
●

● ●●●●●●●●

●

●
●

●●●●●●●●●●● ●●●

●

●●●●

●

●●● ●●
●

●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●
●

●●●● ●●● ●●●●●● ●● ●●●●● ●●●●●●●●● ●● ●●●
●

●●●
●

●●●●●●●●●●● ●●●
●

●●
●

●● ●●●●●●● ●●●●● ●● ●● ●●●● ●●●●● ●●●● ●
●

●

●● ●●
●

●

●

●● ●●●●●● ●●●● ●

●

●●● ●●● ●● ●

●

●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●● ●

●

●●● ●●●●
●

●

●

●●●●●● ●●●●●

●

●

●●●●●●●

●

● ●●
●
●●

●
● ● ● ●●● ● ●●●

●

●●● ●●

●

●●●
●

●

●

●●●● ●●●●●●●

●

●●● ●● ●● ●
●

●

●●
●

●● ●
●

●

●
●

●

●●●

●

●● ●●●●●

●

●●

●

●●

●

● ●

●

●●●●●●●●●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●

●

●

●
●●●

●
●

● ●●

●
●

●

●

●●●●

●

●●●●

●

● ●●

●

●
●

●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●●●● ●

●

●

●

●●● ●●●●

●

●
●●

●

●●

●

●

●●●●●

●

● ●●

●

● ●●●● ●●● ●

●

●● ●

●

●●●●
●

●●●

●

●●●●

●

●●●●

●

●●

●

●
●

●●
●

●●●●●
●

● ●●● ●●
●

● ●●●

●

●

●

●
●●●●●● ●●●●●

●●●

●●●●●●

●

●

● ●

●

●
●

●

●

●
●
●●●●●●●●

●

●● ●●
●
●

●

●●

●

●●● ●● ●●●●
●

●●

●

● ●

●

●●

●

●●● ●●● ●● ●● ●

●

●● ●●●●●● ●●
●

● ●
●

● ●●● ●●●●●

●

●●● ●●●● ●

●

●●

●

●

●●

●

●

●●●●

●

●

●●●●●●●●●● ●●●

●

●●●

●

●●●●● ●●●●●●●●●

●

●●● ●●●●●●●● ●●● ●●●
●

● ● ●●●● ●●●●●● ●● ● ●●●● ●● ●●●● ●●●●● ●●● ● ●●
●

●●●● ●● ●●●

●

●
●

●●● ●●●●●●●● ●● ●

●

●● ●●

●

●●● ●●
●
●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●
●

●●●●●●● ● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●
●

●●●
●
●●●●●●●●●●● ●●●
●

●●
●

●● ●●●●●●● ●●● ●● ●● ●● ●●●● ●●●●●●●●● ●
●

●

●● ●●
●
●

●

●●●●●●●● ●●●●●

●

●●●●●● ●●●

●

●● ●●●●●●●● ●

●

●●●●●●●●●

●

●●●●● ●●
●

●

●

●●●●●●●●●●●

●

●

●●●●●●●

●

● ●●
●
●●

●
●● ● ●●●● ●●●

●

●●●●●

●

●●●
●

●

●

●●●●●●●●●●●

●

●●● ●●● ●●
●

●

●●
●

●●●
●

●

●
●

●

●●●

●

●●●● ●●●

●

● ●

●

●●

●

● ●

●

●●●●●●●●●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●

●

●

●
●● ●

●
●

● ●●

●
●

●

●

●●●●

●

●●●●

●

●●●

●

●
●

●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●● ●● ●

●

●

●

●●●●●●●

●

●
●●

●

●●

●

●

●●●●●

●

● ●●

●

● ●●●● ●●● ●

●

●● ●

●

●●●●
●

●●●

●

●●●●

●

●●●●

●

●●

●

●
●

●●
●

●● ●● ●
●

● ●●● ●●
●

● ●●●

●

●

●

●
●●●●●● ●●●●●

●● ●

●●●●● ●

●

●

●●

●

●
●
●

●

●
●

●●●●●●●●

●

●● ●●
●

●

●

●●

●

●●●●● ●●● ●
●
●●

●

●●

●

●●

●

●●● ●●● ●●●●●

●

●●●●●●● ●●●
●
● ●

●
● ●●●●●●●●

●

●●● ●●●● ●

●

●●

●

●

●●

●

●

●●●●

●

●

●● ●●●●●●●● ●●●

●

●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●● ●●●● ●●
●

●● ●●●● ●● ●●●● ●●● ●● ●●●● ●●●●●●●●● ●●●● ●●
●

●●●●●●●●●

●

●
●

●●●●●●●●●●● ●●●

●

●●●●

●

●●●●●
●

●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●
●
●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●

●
●●●
●
●●●●●●●●●●● ●●●

●
● ●

●
●● ●●●●●●● ●●●●● ●● ●● ●●●● ●●●●●●●●● ●

●
●

●● ●●
●

●

●

●●●●●●●●●●●● ●

●

●●●●●● ●●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●● ●

●

●●●●●●●
●
●

●

●●●●●●●●●●●

●

●

●●●●●●●

●

● ●●
●

●●
●

●● ● ●● ●● ●●●

●

●●● ●●

●

●●●
●

●

●

●●● ●●●●●●●

●

●●●●● ●●
●

●

●●
●

●●●
●

●

●
●

●

●●●

●

●●●● ●●●

●

● ●

●

●●

●

● ●

●

●●● ●●●●●●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●

●

●

●
●● ●

●
●

●●●

●
●

●

●

●● ●●

●

●●●●

●

●●●

●

●
●

●●●

●

●●●●●●●●

●

●● ●●●

●

●

●

●●● ●●●

●

●
●●

●

●

●

●

●●●●●

●

●●●

●

● ●●●● ●●● ●

●

●● ●

●

●●●●
●

●●●

●

●●●●

●

●●●●

●

●●

●

●
●

●●
●

●● ●● ●
●

● ●●● ●●
●

● ●●

●

●

●

●
●●● ●●● ●●●●

●●●

● ●●●● ●

●

●

●●

●

●
●
●

●

●
●

● ●●●●●●

●

●● ●●
●
●

●

● ●

●

●● ●●●●
●

●●

●

● ●

●

●●

●

●●●●●● ●●● ●

●

● ●●● ●● ● ●●
●
● ●

●
● ●●● ●●●●●

●

●●●● ●●● ●

●

●●

●

●

● ●

●

●

●●●●

●

●

●●●●●●●●●●●●●

●

●●●

●

●●●●● ●●●●●●●●●

●

●● ●●●●●●●● ●● ●● ●●
●

● ● ●●●● ●●●●●●●●● ● ●●●●● ●●●●●●●●● ●●●● ●●
●

●●●●● ●●●●

●

●
●

●●●●●●●●●●● ●●●

●

●● ●●

●

●●● ●●
●

●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●
●
●●●● ●●● ● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●

●
●●●

●
●●●●●●●●●●● ●● ●

●
● ●

●
●●●●●●●●● ●●●●● ●● ●●● ●●● ●●●●●●●●●●

●
●

●● ●●
●

●

●

●●●●●●●●●●● ●

●

●●●●●● ●●●

●

●●●●●●●●●●●

●

● ●●●●●●●●

●

●●●●●●●
●
●

●

● ●●●●●●●●●●

●

●

●●●●●●●

●

● ●●
●

●●
●

●● ●●●●● ●●●

●

●●● ●●

●

●●●
●

●

●

●● ●●●●●●●●●

●

●●● ●●● ●●
●

●

● ●
●

●●●
●

●

●
●

●

●●●

●

●●●●●●●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●●●●● ●●● ●

●

●

●

●

●●●● ●●●●● ●

●

●

●
●● ●

●
●

●●●

●
●

●

●

●●● ●

●

● ●●●

●

● ●●

●

●
●
●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●● ●● ●

●

●

●

●●● ●●●●

●

●
●●

●

●●

●

●

●●● ●●

●

●●●

●

●●●● ● ●●● ●

●

●● ●

●

●●●●
●

●●●

●

●●●●

●

●●●●

●

●●

●

●
●

●●
●

●● ●● ●
●

● ●●● ●●
●

●●●●

●

●

●

●
●●● ●●● ●●●●●

●● ●

●●●●●●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●
●
● ●●●●●●●

●

●● ●●
●

●

●

● ●

●

● ● ●●● ●●●●
●
●●

●

●●

●

●●

●

●●● ●●● ●● ●● ●

●

●●●●● ●●● ●●
●

● ●
●

● ●●● ● ●●●●

●

●●● ● ●● ●●

●

●●

●

●

●●

●

●

●●●●

●

●

●●●●●●●●●●●●●

●

●●●

●

●●●●● ●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●● ●● ●● ●●
●

● ● ●●●● ●● ●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●● ●●
●

● ●●●●●●●●

●

●
●

●●●●●●●●●●● ●●●

●

●●●●

●

●●● ●●
●

●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●
●

●●●● ●●● ●●●●● ●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●
●

●●●
●

● ●●●●●●●●●● ●●●
●

●●
●

●● ●●●●●●● ●●●●● ●● ●● ●●●● ●●●●●●●●● ●
●

●

●● ●●
●

●

●

●●●●●●●● ●●●●●

●

●●●●●● ●●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●●●●●●
●

●

●

●●●●●●●●●●●

●

●

●●●●●●●

●

● ●●
●

●●
●

●● ●●● ●● ●●●

●

●●● ●●

●

●●●
●
●

●

●● ●● ●●●●●●●

●

●●● ●● ●● ●
●

●

● ●
●

●●●
●

●

●
●

●

● ● ●

●

●● ●● ● ●●

●

● ●

●

●●

●

● ●

●

●●●●●●●●●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●

●

●

●
●●●

●
●

● ●●

●
●

●

●

●●●●

●

●●●●

●

● ●●

●

●
●

●●●

●

●● ●●●●●●●

●

●●●●● ●

●

●

●

●●●●●●●

●

●
●●

●

●●

●

●

●●●●●

●

● ●●

●

●●●●● ●●● ●

●

●● ●

●

●●●●
●

●●●

●

●●●●

●

●●●●

●

●●

●

●
●

●●
●

●● ●● ●
●

● ●●● ●●
●

●● ●●

●

●

●

●
●●●●●● ●● ●●●

● ●●

● ●●●● ●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●
●

●● ●●●●●●

●

●● ●●
●

●

●

● ●

●

●● ●●● ● ●●●
●

●●

●

● ●

●

●●

●

●●● ●●● ●● ●● ●

●

●●●● ●●● ●●●
●

●●
●

● ●●● ● ●●●●

●

● ●●● ●●● ●

●

●●

●

●

●●

●

●

●●●●

●

●

●●●●●●●●●●●●●

●

●●●

●

●●●●● ●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●● ●● ●●●●
●

●●●●●● ●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●● ●●
●

● ●●●●●●●●

●

●
●

●●●●●●●●●●● ●●●

●

●●●●

●

●●●●●
●

●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●
●
●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●

●
●●●
●
● ●●●●●●●●●● ●●●

●
●●

●
●● ●●●●●●● ● ●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●
●

●

●●●●
●

●

●

●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●● ●●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●● ●

●

●●●●●●●
●
●

●

●●●●●●●●●●●

●

●

●●●●● ●●

●

● ●●
●
●●

●
●●

V9

2
6

10

●●●●● ●●●

●

●●● ●●

●

●●●
●

●

●

●● ●● ●●●●●●●

●

●●● ●● ●●●
●
●

●●
●

●●●
●

●

●
●

●

●●●

●

●●●● ●●●

●

● ●

●

●●

●

● ●

●

●●●●●●●●●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●

●

●

●
●● ●

●
●

●●●

●
●

●

●

●●●●

●

●●●●

●

●●●

●

●
●

●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●● ●●●

●

●

●

●●● ●●●●

●

●
●●

●

●●

●

●

●●●●●

●

●●●

●

● ●●●● ●●● ●

●

●● ●

●

●●●●
●
●●●

●

●●●●

●

●●●●

●

●●

●

●
●

●●
●

●● ●●●
●

● ●●● ●●
●

● ●●●

●

●

●

●
●●●●●● ●●●●●

●● ●

●●●●●●

●

●

●●

●

●
●
●

●

●
●

● ●●●●●●●

●

●● ●●
●
●

●

● ●

●

●● ●●● ●●●●
●
●●

●

● ●

●

●●

●

●●● ●●●● ●●●●

●

●● ●●● ●● ●●●
●
● ●

●
● ●●● ●●●●●

●

●●● ●●●●●

●

●●

●

●

●●

●

●

●●●●

●

●

●●●●●●●●●●●●●

●

●●●

●

●●●●● ●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●● ●● ●● ●●
●
●● ●●●● ●● ●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●● ●●●● ●●

●
●●●●●●●●●

●

●
●

●●●●●●●●●●● ●●●

●

●●●●

●

●●● ●●
●

●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●
●
●●●● ●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●
●

●●●
●
●●●●●●●●●●● ●●●

●
●●
●

●● ●●●●●●● ●●●●● ●● ●● ●●●● ●●●●●●●●● ●
●
●

●● ●●
●
●

●

●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●● ●●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●●●●●●
●
●

●

●●●●●●●●●●●

●

●

●●●●●●●

●

● ●●
●
●●

●
●●

2 6 10

1.
0

1.
6

●●● ●●

●

●●● ●●●

●

●

●●

●●

●

●

● ●

●

●

●

●

● ●●● ●●

●

●●●

●

●

●●

●

●●● ●

●

●

● ●

● ●● ●● ●●●●● ●●

●

●●

●

●

●

● ●

● ●

●

●

●●

●● ●●●● ●●●

● ●●●

●●● ●●●●●● ●

●● ●●

●

● ●● ●●

●

●

●

● ●●

●● ●

●

● ●● ●

●●●

●

●

●

●

● ●●

●

●● ●●●●● ●●

●

●●●

●

● ●

●

●

● ●

●●

●

●●●

●●

●●● ●●

● ●

●● ●●●

● ●●

●

●

●

●

●● ●

● ●

●

● ●●

●

●●

●● ●● ●●● ●

●●

● ●●

● ●

●● ●

●●

●

●●●

●●

●

●●

●● ● ●

●

●●

●

●●●

●

●

●●

●●● ●

●●●●● ●

●●

●●●

●

●

● ●●

●●● ●

●● ● ●●

●

●● ●

●

●

●

● ●

●●●●●

●

●●

● ●●● ●

●

●●

●●

● ●

●

●

●● ●

●●

●

●

●

● ●

●●

●

●●●

●

●● ●

●●

● ●

●

●●

●

● ●

●

●

● ●●

●●

● ●

●

●

●●

● ●

●●●

●

● ●●

●●

●●●

●

● ●

● ●● ●●●

●●●●

●●

●● ●● ●●●●●● ● ●●

●

●●●●

●

●● ●●

●

●●● ●●●●●

●

● ●●●● ●●●●●●

●

●

●

●

●

● ●●●

●

●●●

●

●

●

●●● ●●● ●

●●

●●●

●

●●● ●●● ●●

●

●●●

●

●

●●●

●●●● ●●●

●●●

●● ● ●●●●●●●●

●

●●

●●

●● ●

●● ●

●

●

●

●

●●● ●●● ●●●●● ●

●

● ●●● ●●●

●●

●● ●

●

● ●

●●

●●●● ●●

●

●● ●●● ●●● ●●● ●●● ●

●

●●

●

●● ●●●●●●● ●●●● ●●

●

●●

● ●●●

●●

●

●●●●● ●

●●

● ●●

●

●

●

●

●● ●

●

●

●●●● ●●● ●

●● ●

●●

●

●

●● ●

●● ●●● ●●● ●●● ●●

●

●● ● ●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●●● ●●●● ●●

●

●● ●●● ●● ●●

●●●

●● ●● ●● ●●●

●●

●●●●● ●●●●

●

●●●●

●●●

● ●● ●●

●

●●●●●●

●

●

●●

●●

●

●

● ●

●

●

●

●

●●●●●●

●

●●●

●

●

●●

●

● ●● ●

●

●

●●

●●●● ●●● ●●● ●●

●

●●

●

●

●

●●

●●

●

●

● ●

●● ●●●●●●●

● ●● ●

●●●●●●●●●●

●●●●

●

● ●● ●●

●

●

●

●● ●

●● ●

●

●●●●

●●●

●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●●

●

●●

●

●

● ●

●●

●

●●●

●●

●●●●●

● ●

●●●●●

●● ●

●

●

●

●

●●●

●●

●

●● ●

●

●●

●●●● ●●●●

●●

●●●

●●

●●●

●●

●

●●●

●●

●

●●

●● ●●

●

● ●

●

●● ●

●

●

●●

●● ●●

●●●●●●

●●

●●●

●

●

●●●

●●● ●

● ●●● ●

●

●● ●

●

●

●

●●

●●●●●

●

●●

●●● ●●

●

● ●

●●

●●

●

●

●●●

● ●

●

●

●

● ●

●●

●

●●●

●

●● ●

● ●

● ●

●

●●

●

●●

●

●

●●●

●●

● ●

●

●

●●

●●

●●●

●

●●●

●●

●● ●

●

●●

● ●●● ●●

● ●●●

●●

●● ●●●●●●●●● ●●

●

●●● ●

●

●●●●

●

●●●●●●●●

●

● ●●●●●● ●●●●

●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●

●

●

●● ●●●● ●

● ●

●●●

●

●●●●●●●●

●

●●●

●

●

● ● ●

●●●●●●●

●●●

●●●●●●●●●●●

●

● ●

●●

●●●

●●●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●● ●

●

●●●●●●●

● ●

●●●

●

●●

●●

●●●●●●

●

●●●●●●●●●●● ●●●●

●

●●

●

●●● ●● ●●●●●●●●●●

●

●●

● ●●●

●●

●

●●●●●●

● ●

●●●

●

●

●

●

●●●

●

●

●●●●●●●●

●● ●

●●

●

●

● ●●

●●●●●●●● ●●●●●

●

●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●● ●

●

●●●●●●●●●

● ●●

●● ●●●●●●●

●●

●●●●●●●●●

●

●●●●

●●●

2 6 10

● ●● ●●

●

●●●●●●

●

●

●●

●●

●

●

● ●

●

●

●

●

●●● ●●●

●

●●●

●

●

●●

●

● ●● ●

●

●

●●

●●● ●●●● ●●● ●●

●

●●

●

●

●

● ●

● ●

●

●

●●

● ●●●●●●●●

●●●●

●●●●●●●●●●

●●●●

●

● ●● ●●

●

●

●

●● ●

●● ●

●

●●●●

●●●

●

●

●

●

● ●●

●

●●●●●●●●●

●

●● ●

●

●●

●

●

● ●

●●

●

●●●

●●

●●●●●

● ●

●●●●●

●● ●

●

●

●

●

●●●

●●

●

●●●

●

●●

●●●● ●●●●

●●

●●●

●●

●●●

●●

●

●●●

●●

●

●●

●● ●●

●

● ●

●

●●●

●

●

● ●

●● ●●

●●●●●●

●●

●●●

●

●

●●●

●●● ●

● ●●●●

●

●● ●

●

●

●

●●

● ●●●●

●

●●

● ●● ●●

●

● ●

●●

●●

●

●

●●●

● ●

●

●

●

●●

●●

●

●●●

●

●● ●

● ●

● ●

●

●●

●

●●

●

●

● ●●

●●

●●

●

●

●●

●●

●●●

●

●●●

●●

●● ●

●

●●

● ●●● ●●

● ●●●

●●

●●●●●●●●●●● ●●

●

●●●●

●

●●●●

●

●● ●●●●● ●

●

● ●●●●●●●●●●

●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●

●

●

●●●●●● ●

●●

● ●●

●

●●●●●●●●

●

●●●

●

●

● ● ●

●●●●●●●

●●●

●●●●●●●●●●●

●

●●

●●

●●●

●●●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●

●●

●●●

●

●●

●●

●●●● ●●

●

●●●● ●●●●●●●●● ●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●

● ●● ●

●●

●

●●●●●●

●●

●●●

●

●

●

●

●●●

●

●

●●●● ●●●●

●● ●

●●

●

●

● ●●

●● ●●●●●● ●●●● ●

●

●●● ●●●

●

● ●

●

●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●● ●

●

●●● ●●●●●●

● ●●

●●●● ●●●●●

●●

●●●●●●●●●

●

●●●●

●● ●

● ●●● ●

●

●●●●●●

●

●

●●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●●●●●●

●

●●●

●

●

●●

●

●● ●●

●

●

● ●

●● ●● ●●●●●●● ●

●

●●

●

●

●

● ●

●●

●

●

●●

●●●●●●●●●

●● ● ●

●●●●●●●●●●

● ●● ●

●

● ●● ● ●

●

●

●

● ●●

●●●

●

●●●●

●● ●

●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●●

●

● ●

●

●

● ●

●●

●

●●●

●●

●●●●●

● ●

●●●●●

●● ●

●

●

●

●

●●●

●●

●

● ●●

●

● ●

●●●● ●●●●

●●

●●●

●●

●●●

●●

●

●●●

●●

●

●●

●●● ●

●

●●

●

●●●

●

●

●●

● ● ●●

●●●●●●

●●

●●●

●

●

●●●

●●●●

●●● ●●

●

●●●

●

●

●

●●

●●●●●

●

●●

●● ●●●

●

● ●

●●

● ●

●

●

●●●

●●

●

●

●

●●

●●

●

●●●

●

●● ●

● ●

● ●

●

●●

●

●●

●

●

● ●●

●●

●●

●

●

●●

●●

●●●

●

●●●

●●

●● ●

●

●●

● ●●● ●●

●●●●

●●

●●●●●●●●●● ●●●

●

●●●●

●

●●●●

●

●●●●●●●●

●

●●● ●●●●●●●●

●

●

●

●

●

●●● ●

●

●●●

●

●

●

●●● ●● ● ●

●●

● ●●

●

●●● ●●●●●

●

●● ●

●

●

● ●●

●● ●● ●●●

●● ●

●●● ●●●●●●●●

●

● ●

●●

● ●●

●●●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●

●●

●●●

●

●●

● ●

●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●

● ●●●

●●

●

●●●●●●

●●

● ●●

●

●

●

●

●●●

●

●

●●●●●●●●

●●●

●●

●

●

●●●

●●●●●●●● ●●●●●

●

●●●●●●

●

●●

●

●● ●●●●●●●● ●

●

●●●●●●●●●

●

●●●●● ●●●●

● ●●

●●●●●●●●●

●●

●●●●●●●● ●

●

●●●●

●●●

2 6 10

● ●●●●

●

●●●●●●

●

●

●●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●●●●●●

●

●●●

●

●

● ●

●

● ● ●●

●

●

●●

●●●● ●●●● ●●●●

●

●●

●

●

●

●●

●●

●

●

●●

●●●●●●●●●

● ●●●

●●●●●●●●●●

●● ●●

●

● ●●● ●

●

●

●

●● ●

●●●

●

●●●●

●●●

●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●●

●

● ●

●

●

●●

●●

●

●●●

●●

●●●●●

●●

●●●●●

●● ●

●

●

●

●

●●●

●●

●

●●●

●

● ●

●●●● ●●●●

● ●

●●●

●●

●●●

●●

●

●● ●

●●

●

●●

●● ●●

●

●●

●

●● ●

●

●

●●

●●●●

●●●●●●

●●

●●●

●

●

● ●●

●●● ●

● ●●● ●

●

●●●

●

●

●

●●

●●●●●

●

●●

●●● ● ●

●

● ●

●●

●●

●

●

●● ●

●●

●

●

●

●●

●●

●

●●●

●

●● ●

●●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●●●

●●

●●

●

●

●●

●●

●●●

●

●●●

●●

●● ●

●

●●

● ●●● ●●

●●●●

●●

●● ●●●●●●●● ●●●

●

●●●●

●

●●●●

●

●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●

●

●

●

●● ●●

●

●●●

●

●

●

●●● ●●● ●

● ●

●●●

●

●●●●●●●●

●

●●●

●

●

● ●●

●●●●●●●

●●●

●●●●●●●●●●●

●

●●

●●

●●●

●●●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●

●●

●●●

●

●●

●●

●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●

●● ●●

●●

●

●●●●●●

●●

●●●

●

●

●

●

●●●

●

●

●●●●●●●●

●●●

●●

●

●

● ●●

●●●●●●●●●●●● ●

●

●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●● ●

●

●●●●●●●●●

●●●

●●●●●●●●●

●●

●●●●●●●●●

●

●●●●

●●●

● ●● ●●

●

●●●●●●

●

●

●●

●●

●

●

●●

●●

●

●●●●●●

●

●●●

●

●

●●● ●●●

●

●

●●

●●●● ●●●●● ●●●

●

●●

●

●

●

●●

●●

●

●

●●

●●● ●●●●●●

●● ● ●

●●●●●●●●●●

● ●●●

●

●● ● ●●

●

●

●

●●●

● ●●

●

●●●●

●●●

●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●●

●

●●

●

●●

●

●

●●

●●

●

●●

●●

●● ●●

●●

●●●●●

●●●

●

●

●

●

●●●

●●

●

● ●●

●

● ●

●●●● ●●●●

●●

●●●

●●

●●●

●●

●

●●●

●●

●

●●

●● ● ●

●

●●

●

●●●

●

●

●

●● ●●

●●● ●●●

●●

●●

●

●

●● ●

●●● ●

●●●●●

●

●●●

●

●

●

●●

●●●●

●

●●

●●●●●

●

● ●

●●

●●

●●

●●

●

●

●

●●

●●

●

●●●

●

●●

●●

● ●

●

●

●

●●

●

●

● ●●

●●

●●

●

●

●●

●●

●●●

●

●●●

● ●

●● ●

●

●●

● ●● ● ●●

●●●●

●●

●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●

●

●●●●

●

●●●●●●●●

●

●● ●●●●●●●●

●

●

●

●

●

●●● ●

●

●●●

●

●

●

●●●●●● ●

●●

●●●

●

●●●●●●●●

●

●●●

●

●

● ●●

●●● ●●●●

● ●●

●●●●●●●●●●●

●

●●

● ●

● ●●

●●●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●

●●

●●●

●

●●

● ●

●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●●● ●●●●●●●●●●●●

●

● ●

●● ●●

●●

●

●●●●●●

●●

●●●

●

●

●

●

● ●●

●

●

●●●●●●●●

● ●●

●●

●

●

●● ●

●●●●●●●●●●● ●

●

●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●

●

● ●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●

● ● ●

●●●●●●●●●

●●

●●●●●●●●●

●

●●●●

●●●

2 6 10

●●●●●

●

●●●●●●

●

●

●●

●●

●

●

● ●

●

●

●

●

●●●●●●

●

●●●

●

●

● ●

●

●●● ●

●

●

●●

●●●● ●●●● ●●●●

●

●●

●

●

●

● ●

●●

●

●

●●

●●●●● ●●● ●

●●● ●

●●●● ●●●●● ●

● ●●●

●

●●●●●

●

●

●

● ●●

●● ●

●

● ●●●

●● ●

●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●●

●

● ●

●

●

● ●

●●

●

●●●

●●

●●● ●●

●●

●●● ●●

●●●

●

●

●

●

●● ●

●●

●

●● ●

●

●●

●●●● ●●●●

●●

●●●

●●

●●●

●●

●

● ●●

●●

●

●●

●● ●●

●

●●

●

●●●

●

●

●●

●●● ●

●●● ●●●

●●

●●●

●

●

●●●

●●●●

● ●●●●

●

● ●●

●

●

●

●●

●●●●●

●

●●

●●● ●●

●

●●

● ●

●●

●

●

●●●

●●

●

●

●

●●

●●

●

●●●

●

●● ●

● ●

● ●

●

●●

●

●●

●

●

● ●●

●●

●●

●

●

●●

● ●

●●●

●

●●●

● ●

● ●●

●

●●

● ●●● ●●

●●●●

●●

●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●

●

●●●●

●

●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●

●

●

●

●●● ●

●

●●●

●

●

●

●●●●●● ●

●●

●●●

●

●●●●●●●●

●

●●●

●

●

● ● ●

●●●●●●●

● ●●

●●●●●●●●●●●

●

●●

●●

●●●

●●●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●

●●

●●●

●

●●

●●

●●● ●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●●●●● ●●●●●●●●●●

●

●●

● ●●●

●●

●

●●●●●●

●●

●●●

●

●

●

●

●●●

●

●

●●●●●●●●

●●●

●●

●

●

●● ●

●●●●●●●● ●●●●●

●

●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●●●●●●● ●

●●●

●●●●●●●●●

●●

●●●●●●●●●

●

●●●●

● ●●

●●● ●●

●

●●●●●●

●

●

●●

●●

●

●

● ●

●

●

●

●

●●●●●●

●

●●●

●

●

●●

●

●●● ●

●

●

●●

●● ● ●●● ● ●●●● ●

●

● ●

●

●

●

●●

●●

●

●

●●

●●●●●●●●●

●●● ●

●●●●●●●●●●

●●●●

●

● ●●● ●

●

●

●

● ●●

●●●

●

●●●●

●● ●

●

●

●

●

●●●

●

●● ●●●●●●●

●

●●●

●

● ●

●

●

● ●

●●

●

●●●

●●

●●●●●

●●

●●●●●

●● ●

●

●

●

●

●●●

●●

●

●● ●

●

●●

●●●● ●●●●

●●

●●●

●●

●●●

●●

●

●● ●

●●

●

●●

●● ● ●

●

●●

●

●● ●

●

●

●●

● ●●●

●●●●●●

●●

●●●

●

●

●● ●

●●● ●

● ● ●●●

●

●● ●

●

●

●

● ●

●●●●●

●

●●

●● ●● ●

●

●●

●●

●●

●

●

●●●

● ●

●

●

●

● ●

●●

●

●●●

●

●● ●

● ●

● ●

●

●●

●

● ●

●

●

●●●

●●

●●

●

●

●●

● ●

●●●

●

● ●●

● ●

●● ●

●

●●

●● ●● ●●

●●●●

●●

●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●

●

●●●●

●

●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●

●

●

●●●●●●●

● ●

●●●

●

●●●●●●●●

●

●●●

●

●

● ● ●

●●●●●●●

●●●

●●●●●●●●●●●

●

●●

●●

●●●

● ●●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●

●●

●●●

●

●●

●●

●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●●●●● ●●●●●●●●●●

●

●●

●●● ●

●●

●

●●●●●●

● ●

●●●

●

●

●

●

● ●●

●

●

●●●●●●●●

●● ●

●●

●

●

● ● ●

●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●● ●

●

●●●●●●●●●

●●●

●●●●●●●●●

●●

●●●●● ●●●●

●

●●●●

●●●

2 6 10

●●●●●

●

●● ●●●●

●

●

●●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●●●●●●

●

●●●

●

●

●●

●

●●●●

●

●

●●

● ●●● ●●●● ●●●●

●

●●

●

●

●

● ●

●●

●

●

● ●

●●●●●●●●●

● ●● ●

●●●●●●●●●●

●●●●

●

● ●●●●

●

●

●

● ●●

●●●

●

●●●●

●●●

●

●

●

●

●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●●

●

●●

●

●

●●

●●

●

●●●

●●

●● ●●●

● ●

●●●●●

●●●

●

●

●

●

●●●

●●

●

● ●●

●

● ●

●●●●●●●●

●●

●●●

●●

●●●

●●

●

●●●

●●

●

●●

●●●●

●

●●

●

●●●

●

●

●●

●● ●●

●●●●●●

●●

●●●

●

●

●●●

●●●●

● ●●● ●

●

●● ●

●

●

●

●●

●●●●●

●

●●

●●●● ●

●

● ●

●●

●●

●

●

●●●

●●

●

●

●

● ●

●●

●

●●●

●

●●●

●●

●●

●

●●

●

●●

●

●

●●●

●●

●●

●

●

●●

●●

●●●

●

●●●

●●

●●●

●

●●

● ●●● ●●

●●●●

●●

●●●●●●●●●●●●●

●

●●● ●

●

●●●●

●

●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●

●

●

●

●●●●

●

●●●

●

●

●

●●●●●●●

●●

●●●

●

●●●●●●●●

●

●●●

●

●

●●●

●●●●●●●

●●●

●●●●●●●●●●●

●

●●

●●

●●●

●●●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●

●●

●●●

●

●●

●●

●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●

●●●●

●●

●

●●●●●●

●●

●●●

●

●

●

●

●●●

●

●

●●●●●●●●

●●●

●●

●

●

●● ●

●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●

●●●

●●●●●●●●●

●●

●●●●●●● ●●

●

●●●●

●●●

class

Biopsy Data on Breast Cancer Patients

-2 0 2 4 6

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

group benign

-2 0 2 4 6

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

group malignant

図 1.3: 実データによる判別分析の例: 9種類の生検結果と乳癌の
有無を調査したデータ (上図)に基づき，乳癌の有無を判定
するための判別式を生検結果の線形式で構成したもの (下
図)．判別式の値の分布を見ると，比較的良好な判別ルー
ルが獲得されていることがわかる．(データはRのMASS
パッケージの “biopsy”を用いた．)
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1.3 対象とする手法
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図 1.4: 実データによるクラスタ分析の例: 2009年に行われた「好
きなおむすびの具に関するアンケート」を用い各県での好
きな具の分布 (上図)を算出し，分布の類似性に基づき各
県の好みの近さを表す樹形図を求めたもの (下図)．解析に
おいては地理的な関係を用いていないにも関らず，近傍に
は地域性が現れていることがわかる．(データはインター
ネットで公開されているものを用いた．)

9



1 準備

-2000 -1000 0 1000 2000

-2
00
0

-1
00
0

0
10
00

20
00

Athens

Barcelona

BrusselsCalais
Cherbourg

Cologne

Copenhagen

Geneva

Gibraltar

Hamburg

Hook of Holland

Lisbon
Lyons

Madrid
Marseilles Milan

Munich

Paris

Rome

Stockholm

Vienna

図 1.5: 実データによる多次元尺度構成法の例: ヨーロッパの主要
都市間を結ぶ道路の長さから，多次元尺度構成法を用いて
都市の物理的な配置を再構成したもの．道路は直線ではな
いが，都市間の直線距離を十分良く反映しているため，ほ
ぼ正確な位置関係が再現されていることがわかる．(デー
タは標準でRに含まれている“eurodist”を用いた．)

– 類似度をうまく表現する適当な座標軸を作り，近隣関
係をできるだけ保持するように個々の食品を配置 (布
置)する
(多次元尺度構成法)

といったことが解析の目的となる．

1.3.5 時系列解析

時系列とは時間とともに変化する確率変数の系列を表すが，変数
同士の間に時間を跨いでの関係があるため，特別な取り扱いが必
要な場合がある．講義では，時系列の正規性，独立性，定常性と
いった確率的な特徴を検定する方法や，自己回帰モデル (ARモデ
ル)や移動平均モデル (MAモデル)といった基本的な時系列モデ
ルについて説明する．

10



1.4 確率の復習

1.4 確率の復習
1.4.1 確率分布
確率分布とは，注目する事象 (集合)に対して，それが起きる確率
(区間 [0, 1]の実数)を返す関数

P (事象) =確率値

である．
実用上重要なのは離散分布か，あるいは確率密度関数を持つ絶
対連続な分布である．絶対連続な分布においては，事象 A(見本
空間の部分集合)が起きる確率は確率分布 P の確率密度関数 pの
積分

P (A) =

∫
A
p(x)dx

で表される．特に，事象Aが十分小さな集合のときには，Aに含
まれる適当な点を xとし，Aの大きさ (考える空間により体積や
面積に相当)を |A|と書くことにすれば，事象Aの起きる確率を

P (A) = p(x) · |A|

で近似することができる．

1.4.2 正規分布
平均 µ，分散 σ2となる 1次元正規分布の密度関数は

f(x) =
1√
2πσ2

e−
(x−µ)2

2σ2

である．特に µ = 0, σ = 1のとき標準正規分布という．
平均µ，分散共分散行列Σとなる p次元正規分布の密度関数は

f(x) =
1√

(2π)p|Σ|
e−

1
2
(x−µ)TΣ−1(x−µ)

である．
正規分布の特徴は

• さまざまな誤差の集積は正規分布 (中心極限定理)となる

• 同じ分散 (ばらつき)を持つ分布の中で最も情報量 (エント
ロピー)が大きい

ことである．このため，分布に関する知識がないときには正規分
布だと考えておくと安全なことが多い．また多変量解析の手法は，
誤差の分布に関して正規性を仮定して導かれていることが多い．

1.4.3 正規分布から派生する分布
正規分布に従う独立な確率変数から計算される標本平均や不偏分
散は，特別な分布に従うことが知られている．正規分布から派生
する分布として重要なものには χ2-分布，t-分布，F -分布がある．
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1 準備

χ2-分布

X1, X2, . . . , Xd を標準正規分布 N(0, 1)に従う独立な確率変数と
する．このとき

Z = X2
1 +X2

2 + · · ·+X2
d

の従う分布を自由度 dの χ2-分布 (χ2(d)と書く) と呼ぶ．自由度
dの χ2-分布の密度関数は

f(x) =
1

√
2
d
Γ(d/2)

xd/2−1e−x/2

ただし，Γはガンマ関数

Γ(z) =

∫ ∞

0
tz−1e−tdt

である．χ2-分布が現れる重要な例は，不偏分散である．X1, X2, . . . , Xn

を正規分布N(µ, σ2)に従う独立な確率変数とする．標本平均

X̄ =
X1 +X2 + · · ·+Xn

n
=

1

n

n∑
i=1

Xi

からの差の平方和の分散に対する比

S =
1

σ2

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

を考えると，Sは自由度 d = n− 1の χ2-分布に従うこと

S ∼ χ2(n− 1)

が示される．なお，平均の推定のために標本平均を使っているの
で，偏差の平方和の自由度は (標本数− 1)となることに注意する．
この結果を用いると，不偏分散

σ̂2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

の分布は χ2-分布を拡大縮小した分布であり，その平均値は真の
分散 σ2となり，不偏性を持つことがわかる．

t-分布

X1を標準正規分布N(0, 1)，X2を自由度 dの χ2-分布に従う独立
な確率変数とする．このとき

Z =
X1√
X2/d

の従う分布を自由度 dの t-分布 (T(d)と書く) と呼ぶ．自由度 dの
t-分布の密度関数は

f(x) =
Γ((d+ 1)/2)√

dπΓ(d/2)
(1 + x2/d)−(d+1)/2

12
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である．t-分布が現われる重要な例は不偏分散で正規化した標本平均
の真の平均からの偏差である．X1, X2, . . . , Xnを正規分布N(µ, σ2)
に従う独立な確率変数とする．標本平均

X̄ =
X1 +X2 + · · ·+Xn

n
=

1

n

n∑
i=1

Xi

と，不偏分散

σ̂2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

を用いて，変数

T =
X̄ − µ

σ̂/
√
n

を考えると，T は自由度 d = n− 1の t-分布に従うこと

T ∼ T(n− 1)

が示される．

F -分布

X1を自由度 d1の χ2-分布X2を自由度 d2の χ2-分布に従う独立
な確率変数とする．このとき

Z =
X1/d1
X2/d2

の従う分布を自由度 d1, d2 の F -分布 (F(d1, d2)と書く) と呼ぶ．
自由度 d1, d2の F -分布の密度関数は

f(x) =
1

B(d1/2, d2/2)

(
d1x

d1x+ d2

)d1/2(
1− d1x

d1x+ d2

)d2/2

x−1

ただし，Bはベータ関数

B(x, y) =

∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1dt

である．F -分布が現われる重要な例は，2つの標本分散の比の分
布である．X1, X2, . . . , Xmは正規分布N(µ, σ2)に，Y1, Y2, . . . , Yn
は正規分布N(ν, σ2)に従う独立な確率変数とする．2つは平均は
異なるが同じ分散を持つことに注意する．このとき，それぞれの
不偏分散の比

F =

∑m
i=1(Xi − X̄)2

m− 1

/ ∑n
j=1(Yj − Ȳ )2

n− 1

を考えると，F は自由度 d1 = m− 1, d2 = n− 1の F -分布に従う
こと

F ∼ F(m− 1, n− 1)
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1 準備

が示される．これを用いて 2つの母集団が同じ分散をもつかどう
か調べることができる．
χ2-分布は主に分散の区間推定や検定に用いられる．これ以外に
適合度検定や独立性の検定など様々な場面でも用いられる．t-分
布は，特に推定における信頼区間を構成するときに威力を発揮す
る．F -分布は，上記のような単純な分散の比較以外に，残差の分
散を比較して統計モデルの良否を判断する分散分析と呼ばれる分
野などで活躍する．

1.4.4 最尤法
母数 (パラメタ)で記述された確率分布の母数を推定する方法とし
て良く用いられるのが最尤法である．確率分布のモデルが与えら
れると，観測データの起こる確率 (密度)を考えることができるが，
最尤法は観測データが最も起こりやすい母数を推定値として採用
する方法である．このとき，観測データの起こる確率を母数の関
数と考えたものを尤度関数と呼ぶ．密度関数が滑らかで，データ
が十分に多いときには最も推定精度の良い方法の 1つとして知ら
れている．

1.4.5 統計量
基本的な統計量として平均と分散を考えることが多いが，平均は

E[X] =

∫
Ω
xp(x)dx, (ただし Ωは見本空間全体を表す)

で，分散は平均を用いて

V (X) = E[(X − E[X])2] = E[X2]− (E[X])2

で定義される．
実際のデータを扱う場合には分布が与えられる訳ではないので，
データを使って平均や分散の近似値を求める必要がある．
まず，n個の 1次元データ x1, x2, . . . , xnが与えられた場合を考
えよう．標本平均は

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi

標本分散は

Vx =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2 =
1

n
Sx

で定義される．なお標本平均からの差の平方和を Sx と書くこと
がある．
標本分散の期待値は分散と一致しないので，これを修正した不
偏分散

Vx =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2 =
1

n− 1
Sx
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が用いられることも多い．
標準偏差 (standard deviation)は

sx =
√
Vx (多くの場合は不偏分散を使う)

で定義される．
データを処理する前に標準化，あるいは正規化と呼ばれる操作
が行われることがある．これはデータを平均 0，分散 1に変数変
換 (1次式)することで，

yi =
xi − x̄

sx

で与えられる．
次に，n個の 2次元データ (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)が与え
られた場合を考える．
標本平均は成分毎に 1次元と同様に計算すればよく，標本共分
散は

Cxy =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ) =
1

n
Sxy,

不偏共分散は

Cxy =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ) =
1

n− 1
Sxy

で与えられる．
また，2つの変数間の関係を示す量として相関係数

rxy =
Cxy√
VxVy

=
Sxy√
SxSy

が用いられることもある．これは標準化したデータの共分散であ
り，その大きさは

−1 ≤ rxy ≤ 1

を満たす (Schwarzの不等式から容易に証明できる)．相関係数の
正負に関しては

• 正になるとき: xが増えると yも増える傾向がある

• 負になるとき: xが増えると yは減る傾向がある

ことが言える．

1.4.6 ベイズの定理
よく用いられるベイズの公式は

P (Y |X) =
P (Y )P (X|Y )

P (X)

であり，条件付き確率分布 P (X|Y )から逆向きの条件付き確率分
布 P (Y |X)を求める公式であるが，これ以外にもさまざまな表現
がある．
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1 準備

例 1.1. A先生は大の野球ファンで，球団 Hの勝敗で翌日の機嫌
が左右されるとしよう．よくよく調べた結果

• 球団Hが勝つと 90%の確率で機嫌が良い

• 球団Hが負けると 70%の確率で機嫌が悪い
が成り立っているとする．一方，球団Hの勝率は現在のところ

• 球団Hは 60%の確率で勝つ

• 球団Hは 40%の確率で負ける
となっているとする．
このとき以下の確率を求めなさい．
• A先生が機嫌が良いときに球団Hが勝った確率は？

• A先生が機嫌が悪いときに球団Hが負けた確率は？

1.5 ベクトルと行列による微分
1.5.1 ベクトルによる微分
d次元ベクトル a = (a1, a2, . . . , ad)

Tと b = (b1, b2, . . . , bd)
Tを考

える．
ベクトル aの関数 f(a)の微分を

∂f

∂a
=

1 次元
∂f
∂a1
...
∂f
∂ad

 d 次元

と書くことにする．
例 1.2. f(a) = bTa = aTbのとき， ∂f

∂a を求める．まず成分で考
える．

∂f

∂ai
=

∂

∂ai
(a1b1 + · · ·+ aibi + · · ·+ adbd) = bi.

したがって

∂f

∂a
=


b1
...
bi
...
bd

 = b

となり，
∂

∂a

(
aTb

)
= b

∂

∂a

(
bTa

)
= (bT)T = b


というルールがあることがわかる．
例 1.3. d× d行列Aを用いて定義される関数 f(a) = aTAa の微
分 ∂f

∂a を求めよ．
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1.5 ベクトルと行列による微分

1.5.2 行列による微分
d× d行列Aを

A =


a11 a12 . . . a1d
a21 a22 . . . a2d
. . . . . . . . . . . . .
ad1 ad2 . . . add


とし，Aの関数 f(A)の微分を

∂f

∂A
=

d 次元
∂f
∂a11

∂f
∂a12

. . . ∂f
∂a1d

∂f
∂a21

∂f
∂a22

. . . ∂f
∂a2d

. . . . . . . . . . . . . . .
∂f
∂ad1

∂f
∂ad2

. . . ∂f
∂add

 d 次元

と書くことにする．

例 1.4. d次元ベクトル bを用いて定義される関数

f(A) = bTAb =
d∑

i,j=1

biaijbj

の微分を考える．成分で考えると

∂f

∂aij
=

∂

∂aij

d∑
i,j=1

biaijbj = bibj

となるので，

∂

∂A
bTAb =


b1b1 b1b2 . . . b1bd
b2b1 b2b2 . . . b2bd
. . . . . . . . . . . . . . .
bdb1 bdb2 . . . bdbd

 =


b1
b2
...
bd

(b1 b2 . . . bd
)
= bbT.

例 1.5. d× d行列Bを用いて定義される関数

f(A) = trAB =

d∑
i,j=1

aijbji

の微分を考える．成分では

∂f

∂aij
= bji

となるので，

∂

∂A
trAB =


b11 b21 . . . bd1
b12 b22 . . . bd2
. . . . . . . . . . . . .
b1d b2d . . . bdd

 = BT.
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例 1.6. 行列のトレースに関して

trAB = tr(AB)T = trBTAT,

trAB = trBA,

trATBT = trBTAT,

が成り立つことを確かめよ．

上の行列のトレースの性質から

∂

∂A
trAB = BT

∂

∂A
trBA = BT

∂

∂A
trATBT = BT

∂

∂A
trBTAT = BT

ことが容易に確かめられる．
また

bTAb = tr bTAb = trAbbT

となることから

∂

∂A
bTAb =

∂

∂A
trAbbT =

(
bbT)T

= bbT

となる，例の計算結果が矛盾しないことが確かめられる．

例 1.7. 行列Aの行列式を |A|と書くとき

∂|A|
∂A

を求めよ．(ヒント: 余因子行列を上手く使うと簡単に計算できる．)
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回帰分析 2
2.1 目的と考え方
2.1.1 目的
回帰分析 (regression analysis)とは，説明変数 (explanatory variable)
によって目的変数 (response variable)を予測するための関係式

(目的変数) = f(説明変数)

を構成し，変数間の関係を明らかにするための分析法である．説
明変数，目的変数は，それぞれ独立変数 (independent variable)，
従属変数 (dependent variable)と呼ばれることもある．

例 2.1. 身長から体重を推測するためには，データに基づいて

(体重) = f(身長)

という関係式を構成する必要がある．一般の関数を考えることも
できるが，1次式 (説明変数の線形結合)を用いることが多い．

身長と体重のデータ

身長 [cm] 体重 [kg]
1 164 48
2 170 55
3 171 65
4 174 71
5 176 64
6 181 69
7 170 52
8 176 72
9 170 59
10 165 52
11 169 58
12 170 67
13 179 63
14 163 60
15 177 70
16 175 76
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回帰直線 (赤)と残差 (青)

2.1.2 観測データ
回帰分析では，説明変数と目的変数の組を 1つの観測値 (データ
点，標本; datum, sample)と考え，n個の観測値からなるデータ
集合 (標本集合; data set, sample set)を対象とした分析を行う．
このとき，i番目のデータを (xi, yi), i = 1, 2, . . . , n で表すことに
する．
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2 回帰分析

説明変数 一般に幾つあってもよいが，1つかそれ以外で区別する
ことがある．
1次元の場合 単回帰 (simple regression)

多次元の場合 重回帰 (multiple regression)

目的変数 幾つあってもよいが，各変数毎に分析すれば良いので，
多くの場合 1次元を考えれば十分である．

以下では一般の場合を扱うために説明変数は p次元とし，ベク
トルとスカラを区別するためにベクトルは

xi = (xi1, xi2, . . . , xip)
T, (Tは転置を表す)

のように太字 (bold face) で表す．なお，以下では特に断わらな
い限りベクトルは列 (縦)ベクトルとして扱う．

2.1.3 確率モデル
説明変数から目的変数がどのように生成されたかを表す生成モデ
ルとして，回帰式と加法的な誤差を考慮した以下の線形回帰 (linear
regression)モデルを考える．

yi︸︷︷︸
目的変数

= β0 + β1xi1 + · · ·+ βpxip︸ ︷︷ ︸
回帰式

+ εi︸︷︷︸
誤差

, i = 1, . . . , n

回帰式 (regression function) ここでは説明変数の線形結合を考え
る．

誤差 (error) 回帰式では説明しきれないデータの不確定性を表す．

線形でない場合を一般に非線形回帰と呼ぶ．多数のパラメタを
持つ柔軟な非線形モデルによる非線形回帰を用いれば，説明変数
と目的変数の間の複雑な関係を表すことができるが，一方でパラ
メタを決定するための計算が繁雑になる，あるいは精度の良いパ
ラメタ推定を行うためには大量のデータが必要となるなど新たな
問題点が生じることにも注意が必要である．なお，例えば x2ik や
xik ×xih といった 2次式や，logxikなどの非線形関数で変換した
説明変数を新たな説明変数としてモデルに加えることにすれば，
線形回帰モデルでも説明変数と目的変数の間のある程度の非線形
関係を表すことができる．

2.2 計算法
2.2.1 最適性の指針
目的変数の実測値と回帰式による予測値を比較して回帰式を決定
するためには，以下の 2つの方策が考えられる:

最小二乗法 (least squares) 残差の平方和を最小化する回帰式を
選択する，
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2.2 計算法

最尤法 (maximum likelihood) 残差の確率分布を仮定して尤度が
最大となる回帰式を選択する．

誤差の分布が，説明変数によらず同一の正規分布に従うとすれば，
この二つの基準は等価となることが以下のように示される．
まず，回帰式のパラメタ (母数)を纏めて β = (β0, β1, . . . , βp)

T

とベクトルで書くことにする．観測値と回帰式の予測値 (あては
め値)の残差は

ei(β) = yi −

(
β0 +

p∑
k=1

βkxik

)
, i = 1, . . . , n

であり，パラメタ βの関数となる．
さて，誤差が説明変数には依存せず，平均 0，分散 σ2の正規分
布に従うと仮定する．その確率密度は

p(εi) =
1√
2πσ2

e−ε2i /2σ
2

で表され，誤差 εが微小な区間 [z, z+δ]の間に発生する確率は

Pr(z < ε < z+δ) =

∫ z+δ

z
p(ε)dε ' p(z)δ

となる．n個の観測データが独立に得られているとき，誤差 εi, i =
1, . . . , nがそれぞれ区間 [zi, zi+δi]に含まれる同時確率は

Pr(z1<ε1<z1+δ1, . . . , zn<εn<zn+δn) =
n∏

i=1

p(zi)δi

である．したがって観測データの誤差が εi, i = 1, . . . , nで表され
るとき，観測データの生成される確率は密度関数の積

∏n
i=1 p(εi)

に比例すると考えてよい．
ところでパラメタ βが真の値となるとき，残差 ei(β)と誤差 εi
は一致するので，残差の起こりやすさを上記の誤差の確率密度で
評価した

l(β) =

n∏
i=1

p(ei(β))

は βが真の値に近いほど大きくなることが期待される．関数 l(β)
を，パラメタ βの尤度関数 (likelihood function)と呼ぶ．尤度関
数は，パラメタ βにおいて観測値 (xi, yi), i = 1, . . . , nが出現す
る確率と考えることができ，その値を最大とするパラメタを持つ
モデルは観測データを生成する尤もらしい (最も妥当な)モデルで
あると考えられる．なお数値計算上，多数の関数の積を扱うこと
は精度の問題などでも好ましくないため，単調関数である対数関
数で尤度関数を変換したもの

L(β) = log l(β) =
n∑

i=1

log p(ei(β))

を考えるのが一般的である．これを対数尤度関数 (log likelihood
function)と呼ぶ．
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2 回帰分析

さて，ここで残差平方和 (sum of squared errors, sum of squared
residuals)を

S(β) =

n∑
i=1

ei(β)
2 =

n∑
i=1

{
yi − (β0 +

p∑
k=1

βkxik)
}2

と書くことにする．これを用いると対数尤度関数は

L(β) = log l(β) =
n∑

i=1

log p(e(β)i)

= − 1

2σ2

n∑
i=1

ei(β)
2 + (βと無関係な項)

= − 1

2σ2
S(β) + (βと無関係な項)

と纏めることができる．この式から，対数尤度関数 L(β)の最大
化 (最尤法)と残差平方和 S(β)の最小化 (最小二乗法)は等価とな
り，最適なパラメタ β̂は

β̂ = arg max
β

L(β) = arg min
β

S(β)

で与えられる．逆に誤差に関する仮定が成立しななら，2つの方
策は一般に異なる解を与える．

2.2.2 最小二乗推定量
残差平方和 Sの最小値を与えるパラメタ βの条件 (必要条件)は

∂S

∂β
=

(
∂S

∂β0
,
∂S

∂β1
, . . . ,

∂S

∂βp

)T
= 0

で与えられる．ただし 0は p+ 1次元の零ベクトルである．求め
る回帰式の最適な係数 βは上記の条件を満たすのもの中にあるこ
とがわかる (実は 1つに決まる)．
データをまとめて並べた行列を定義し，残差平方和をデータの
行列とパラメタのベクトルを用いて表すことを考える．

X =

p+ 1 次元
1 x11 x12 . . . x1p
1 x21 x22 . . . x2p
. . . . . . . . . . . . . . . .
1 xn1 xn2 . . . xnp

 n 次元 =


1 xT

1

1 xT
2

...
...

1 xT
n



Y =

1 次元
y1
y2
...
yn

 n 次元 = (y1, y2, . . . , yn)
T

β =

1 次元
β0
β1
...
βp

 p+ 1 次元 = (β0, β1, . . . , βp)
T
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2.2 計算法

行列Xは計画行列 (design matrix) と呼ばれる．このとき残差は

e(β) =


e1(β)
e2(β)

...
en(β)

 =


y1
y2
...
yn

−


β0 +

∑p
j=1 βjx1j

β0 +
∑p

j=1 βjx2j
...

β0 +
∑p

j=1 βjxnj

 = Y −Xβ

となることから，残差平方和は

S(β) =

n∑
i=1

ei(β)
2 = e(β)Te(β)

= (Y −Xβ)T (Y −Xβ)

で表される．
次に偏微分係数を纏めてベクトル表示するために，ベクトル β
の関数 f(β) いくつかの特別な場合について，その微分を求めて
おく．以下では

∂f

∂β
=

(
∂f

∂β0
,
∂f

∂β1
, . . . ,

∂f

∂βp

)T

と書くことにする．さてα = (α0, α1, . . . , αp)
T に対して f(β) =

αTβ = βTα のとき

∂f

∂β
= α

となる．また，(p+1)× (p+1)型行列Aに対して f(β) = βTAβ
のとき

∂f

∂β
= Aβ + (βTA)T = (A+AT)β

となる．ただし，A+ATは行列Aの対称な成分を取り出してい
ることに注意する．
これらを用いると，残差平方和が最小となるパラメタ βの条件
を簡単に表現することができる．残差平方和を展開すると

S(β) = (Y −Xβ)T (Y −Xβ)

= Y TY − βTXTY − Y TXβ + βTXTXβ

となるので，これを βで微分して

∂S(β)

∂β
= 2XTXβ − 2XTY = 0

すなわち

XTXβ = XTY

を満たすβを求めれば良い．この式を正規方程式 (normal equation)
という．ここで (XTX)T = XTX よりXTX は対称行列であり，
計画行列X の Gram行列 (Gram matrix; Gramian) という．正
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2 回帰分析

規方程式はGram行列XTXが正則 (逆行列を持つ)であれば簡単
に解けて最適な係数 β̂は

β̂ = (XTX)−1XTY

で与えられる．これを最小二乗推定量 (least square estimator)と
いう．
目的変数の予測値 (あてはめ値)を ŷiと書くことにすれば，パラ
メタ βにおける予測値は

Ŷ =

1 次元
ŷ1
ŷ2
...
ŷn

 n 次元 = Xβ

となる．特に最小二乗推定量を用いた予測値は

Ŷ = Xβ̂ = X(XTX)−1XTY

であるので，予測値 Ŷ は観測データの目的変数 Y の線形和で記
述されることがわかる．

2.2.3 中心化を用いた表現
前節で求めた最適な線形回帰式

y = β̂0 + β̂1x1 + · · ·+ β̂pxp

= (1,xT)β̂

は説明変数と目的変数の標本平均を通ることが以下のようにして
確かめられる．まず計画行列X の性質として

XTX(XTX)−1XT = XT

となることから，左辺の一番左の行列XTと右辺の行列の第 1行
を比較して

1TX(XTX)−1XT = 1T

となることがわかる．ただし 1は全成分が 1である n次元列ベ
クトルである．次に説明変数と目的変数の標本平均を以下で定義
する．

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi (xの標本平均，p次元ベクトル)

ȳ =
1

n

n∑
i=1

yi (yの標本平均，スカラ)

このとき

1TX = n(1, x̄T)

1TY = nȳ
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2.2 計算法

であることに注意すると

(1, x̄T)β̂ =
1

n
1TXβ̂

=
1

n
1TX(XTX)−1XTY

=
1

n
1TY = ȳ

となる．したがって回帰式は標本平均 (x̄, ȳ)を通ることがわかる．
このことより，回帰式を構成する際には，標本平均が中心となる
ようにデータ全体を平行移動した上で傾きだけ求めれば良いこと
が示唆される．このときモデルの本質的な自由度は p次元となる．
上記の議論から線形回帰式は説明変数 xと目的変数 yの標本平
均を通ることがわかったので，以降の計算の意味を理解するため
の別の表現を用意しておく．そのために説明変数および目的変数
からそれぞれの標本平均を引いた以下の量で行列X,Y を再定義
しておく:

X =

p 次元
xT
1 − x̄T

xT
2 − x̄T

...
xT
n − x̄T

 n 次元,

Y =

1 次元
y1 − ȳ
y2 − ȳ

...
yn − ȳ

 n 次元 = (y1 − ȳ, y2 − ȳ, . . . , yn − ȳ)T.

この操作を中心化 (centering)という．またβを定数項を除いた形

β =

1 次元β1
...
βp

 p 次元 = (β1, . . . , βp)
T

で定義しなおしておく．さらに中心化した予測値 ŷi− ȳをまとめて

Ŷ =

1 次元
ŷ1 − ȳ
ŷ2 − ȳ

...
ŷn − ȳ

 n 次元 = (ŷ1 − ȳ, ŷ2 − ȳ, . . . , ŷn − ȳ)T

と書く．パラメタ β における中心化した予測値と説明変数の関
係は

Ŷ = Xβ

である．
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2 回帰分析

ここで，X,Y は中心化されているので

XTX = Sx (xの標本平均からの偏差の平方和)

= nVx (xの標本分散共分散行列×n)

XTY = Sxy (xと yの標本平均からの偏差の平方和)

= nVxy (xと yの標本共分散行列×n)

Y TY = Sy (yの標本平均からの偏差の平方和)

= nVy (yの標本共分散行列×n)

となり，分散共分散がそのまま計算できる表現になっていること
に注意する．練習問題 (2)

これらを用いると実測値と予測値の残差は

e(β) =


y1 − ŷ1
y2 − ŷ2

...
yn − ŷn

 = Y − Ŷ = Y −Xβ

と書け，また残差平方和は

S(β) = e(β)Te(β) = (Y −Xβ)T (Y −Xβ)

と表されるので，偏微分を用いたこれまでの議論と同様に

∂S(β)

∂β
= 2XTXβ − 2XTY = 0

すなわち

XTXβ = XTY

が最適なパラメタの満たす正規方程式となる．これより，Gram
行列XTX が正則であれば最適パラメタは

β̂ = (XTX)−1XTY = V −1
x Vxy

と書けるので，係数は説明変数の標本分散共分散行列 Vxと，説
明変数と目的変数の標本共分散行列 Vxy のみで表されることがわ
かる．

2.3 分析の評価
2.3.1 残差の分解
目的変数が回帰式によってどのくらい説明されるようになったの
かをみるために，目的変数の分散をいくつかの量に分解する．目的
変数の平均まわりの平方和，すなわち偏差の平方和 (分散×n)は

Sy = Y TY

= (Y − Ŷ + Ŷ )T(Y − Ŷ + Ŷ )

= (Y − Ŷ )T(Y − Ŷ ) + Ŷ T(Y − Ŷ ) + (Y − Ŷ )TŶ + Ŷ TŶ
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2.3 分析の評価

と分解されるが，予測値が

Ŷ = Xβ̂

= X(XTX)−1XTY(2.1)

と書けることから, 予測値の平均からの偏差の平方和は

Ŷ TŶ = β̂
T
XTXβ̂

= Y TX(XTX)−1(XTX)(XTX)−1XTY

= Y TX(XTX)−1XTY

= Ŷ TY = Y TŶ

となることに注意すると

(第 1項) = (Y −Xβ̂)T(Y −Xβ̂) = S(β̂)

(第 2項) = Ŷ TY − Ŷ TŶ = 0

(第 3項) = 0 (第 2項と同様)

(第 4項) = β̂
T
XTXβ̂ = Sr(β̂)

となる．結局，目的変数の偏差の平方和は

Sy = S(β̂) + Sr(β̂)

= (回帰で説明できない残差) + (回帰で説明できる残差)

と分解できることがわかる．分析の評価においては，この関係が
利用される．なお，右辺を β̂で評価することが明らかな場合は省
略して S, Srと書くこともある．

2.3.2 寄与率
残差平方和の分解より回帰式による説明力の 1つの基準として

R2 =
Sr

Sy
=

Y TX(XTX)−1XTY

Y TY

=
Sy − S

Sy

(
(回帰で説明できる残差平方和)

(目的変数が本質的に持つ残差平方和)

)

= 1− S

Sy
= 1− S/n

Sy/n

(
1− (残差の標本分散)

(目的変数の標本分散)

)
という量を考えることができる．これを寄与率 (proportion of the
variance)あるいは決定係数 (coefficient of determination, R2, R
squared)という．
特に単回帰の場合は

R2 =
S2
xy

SxSy
=

V 2
xy

VxVy
= r2xy

となり，相関係数 (correlation coefficient) rxy の 2乗となる．
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2 回帰分析

このままの値を評価に使う場合もあるが，本来は

R2 = 1− (残差の分散)

(目的変数の分散)

を計算したいので，それぞれの分散の推定値を不偏分散で置き換
えて

R̄2 = 1− S/(n−p−1)

Sy/(n−1)

(
1− (残差の不偏分散)

(目的変数の不偏分散)

)
と定義することがある．これを自由度調整済寄与率あるいは自
由度調整済決定係数 (adjusted R2, adjusted R squared, R bar
squared)という．ただし，n−p−1は残差の分散の計算をすると
きに必要な自由度である．これらの自由度は以下のようにして求
めることができる．まず，目的変数の不偏分散は目的変数の偏差
の平方和を n−1 (データ数−1) で割ったもの (n−1となっている
のは平均の計算に 1自由度使っているからと考えればよい) であ
る．回帰の分散の自由度 (回帰式は標本平均を通ることがわかっ
ているので，本質的には傾きだけ決めればよい)は回帰式の次数 p
であるので，目的変数の分散の自由度は回帰の分散の自由度 (回
帰の次数)と残差の分散の自由度 φに分解され

n−1 = p+ φ

が成り立つ．したがって

φ = n−p−1

となる．
単回帰のときには p = 1なので，φ = n−2となり，nがある程
度大きければ自由度の調整はあまり影響はないが，pの大きな重
回帰のときには自由度の調整が重要となることがある．一般に次
数の大きな回帰式ほど残差平方和は小さくなるため，次数の異な
る回帰式を比較検討する場合には調整した寄与率で比較する必要
がある．

2.3.3 ハット行列
式 (2.1)で見たように，予測値は観測値およびその標本平均の線
形和で表される．ここでは観測値と予測値の関係を表す別の表現
を求めておく．
まず，n個の観測値，予測値および標本平均を並べたベクトル
を以下で定義しておく．

y = (y1, y2, . . . , yn)
T

ŷ = (ŷ1, ŷ2, . . . , ŷn)
T

ȳ = (ȳ, ȳ, . . . , ȳ)T

さて，中心化した行列に対して一般に1TX = 0またはXT1 = 0
となることに注意する．また，行列M を

M =
1

n
11T
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2.3 分析の評価

と定義すると，標本平均ベクトルは

ȳ = 1ȳ =
1

n
11Ty = My

と書くことができることに注意する．このとき，予測値ベクトルは

ŷ = ŷ − ȳ + ȳ

= Xβ̂ + ȳ = X(XTX)−1XT (y − ȳ) + ȳ

= X(XTX)−1XT
{
y − 1

n
11Ty

}
+

1

n
11Ty

= X(XTX)−1XTy +My

と書くことができる．ここで行列H を

H = X(XTX)−1XT +M

で定義すると，観測値と予測値の関係は

ŷ = Hy

と書くことができる．つまり目的変数の予測値 (推定値)を説明変
数のみからなる行列Hと目的変数の実測値の積として表すことが
できる．この行列H をハット行列 (hat matrix)という．行列H
にはいくつかの特徴的な性質がある．まずH は対称で

HX = X, H1 = 1

が成り立つ． 練習問題 (4)また，H は羃等 (idempotent)

H2 = H, (I −H)2 = I −H

となるので射影行列であることも確認できる． 練習問題 (5)

なお，ハット行列は中心化していない計画行列

X =


1 x11 x12 . . . x1p
1 x21 x22 . . . x2p
. . . . . . . . . . . . . . . .
1 xn1 xn2 . . . xnp

 =


1 xT

1

1 xT
2

...
...

1 xT
n


を用いて表すこともできる．この場合，標本平均を計算するため
のベクトル 1が計画行列の中に含まれるため，ハット行列は計画
行列のみで

H = X(XTX)−1XT

と表わされる． 練習問題 (6)

2.3.4 残差と標準化誤差
残差 (residual)とは，観測値と回帰式から計算される予測値 (あて
はめ値)の差

ei(β) = yi −

(
β0 +

p∑
k=1

βkxik

)
, i = 1, . . . , n
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であった．推定値 β̂における残差

ε̂i = ei(β̂) = yi − ŷi, i = 1, . . . , n

の和に関しては
n∑

i=1

ε̂i = 0

が成り立つ．これは節 2.3.3の結果を用いると

ε̂ = Y − Ŷ = y − ŷ = (I −H)y

となることから，

1Tε̂ = 1T(I −H)y

= (1T − 1T)y

となり容易に確かめることができる．
さて，モデルが正しく

yi = ȳ + (xi − x̄)Tβ + εi, i = 1, . . . , n

が成り立っている，すなわち

y = ȳ +Xβ + ε

であるとする．このとき，

ε̂ = (I −H)y

= (I −H)ȳ + (I −H)Xβ + (I −H)ε

= (I −H)1ȳ + (X −X)β + (I −H)ε

= (I −H)ε

となるので，残差は誤差の線形和で表されることがわかる．
さて，残差と誤差のこの関係を用いて，残差の統計的な性質を
考えてみることにしよう．まず，容易に確認できるように残差の
平均は

E[ε̂] = (I −H)E[ε] = 0

である．残差の分散共分散は誤差 εが独立で平均 0，分散 σ2の正
規分布に従うことから

Cov(ε̂) = E[ε̂ε̂T]

= (I −H) E[εεT] (I −H)

= (I −H)σ2I(I −H)

= σ2(I −H)

となる．各データごとに見ると，データ iの分散はハット行列の
(i, i)成分を hiiと書くことにすれば

Var(ε̂i) = E[ε̂2] = (1− hii)σ
2
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となる．一般に hii > 0であるから，上記の計算より各データご
との残差は誤差の真の分散より平均的には小さく，過小評価され
ることがわかる．また，その評価の度合は説明変数の配置に依存
して決まることがわかる．
これらの依存性を取り除くために，以下のように正規化した残差

esi =
ε̂i

σ̂
√
1− hii

を定義することができる．これを標準化残差 (standard residual)
という．ただし σ̂2は σ2の推定値で，通常は不偏分散

σ̂2 =
1

n−p−1
S(β̂) =

1

n−p−1

n∑
i=1

ε̂2i

を用いて推定する． 練習問題 (7)データがモデルに従っているのであれば，標
準化残差は自由度 n−p−1の t-分布に従うことが期待されるので，
これを用いて残差の異常に大きい外れ値を検出することができる．
一方，上記の定義による標準化では σ̂に ε̂iが含まれる．このと
き esi と σ̂に依存関係が残るため，これを取り除いた分散の推定

σ̂2
(−i) =

1

n−p−2

n∑
k=1,k 6=i

ε̂2k

を考え，

eti =
ε̂i

σ̂(−i)

√
1− hii

を定義することがある．これをスチューデント化残差 (studentized
residual)という．なお，

(n−p−2)σ̂2
(−i) + ε̂2i = (n−p−1)σ̂2

という関係があるので，スチューデント化の計算は容易に実行で
きる． 練習問題 (8)

2.3.5 最小二乗推定量の性質
真の回帰係数を β とし，観測データには独立な誤差が重畳して
いる

Y = Xβ + ε, ε = (ε1, . . . , εn)
T, εi ∼ N(0, σ2)

とする．このとき推定量 β̂の平均と分散はそれぞれ

E[β̂] = E[(XTX)−1XTY ]

= E[(XTX)−1XT(Xβ + ε)]

= E[β + (XTX)−1XTε]

= β

Cov(β̂) = E[(β̂ − β)(β̂ − β)T]

= E
[(
(XTX)−1XTε

)(
(XTX)−1XTε

)T]
= (XTX)−1XTE[εεT]X(XTX)−1

= σ2(XTX)−1

31
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と計算される．誤差 εiが独立な正規分布に従うことから，その和
として表される推定量 β̂も正規分布に従う:

β̂ ∼ N
(
β, σ2(XTX)−1

)
.

また，行列 (XTX)−1の対角成分を ξi, i = 1, . . . , pとすると，各
成分の分布は平均 βi，分散 σ2ξi(標準偏差 σ

√
ξi) の正規分布に従

う．この分布の標準偏差を用いると推定量の各成分の精度の指標
を与えることができるが，誤差の分散 σ2は通常未知なので，別途
推定する必要がある．一般的な方法としては不偏分散

σ̂2 =
1

n−p−1
S(β̂) (残差平方和/自由度)

用いることになる．不偏標準偏差 σ̂と行列 (XTX)−1の対角成分
ξiを用いて定義される

σ̂
√
ξi =

√
S(β̂)ξi
n−p−1

を β̂i の標準誤差 (standard error)と呼ぶ．
なお，ハット行列H の定義より

trH = trX(XTX)−1XT + trM
= tr(XTX)−1XTX + trM = p+ 1

が成り立つので，不偏分散の平均は

E[σ̂2] =
1

n−p−1
trE[ε̂ε̂T] =

1

n−p−1
tr(I −H)E[εεT] = σ2

となり，たしかに不偏であることが確認できる．また，分散で正
規化した残差平方和 S(β̂)は自由度 n−p−1の χ2-分布に従うこと

S(β̂)

σ2
= (n−p−1)

σ̂2

σ2
∼ χ2(n−p−1)

が知られているので，不偏分散のより詳しい性質を調べるにはこ
れを利用すればよい．

2.3.6 テコ比
節 2.3.3で求めたハット行列H を用いた実測値と予測値の関係か
ら，行列H の ij成分 hij を用いて成分毎に書くと

ŷi =
n∑

j=1

hijyj

= hiiyi + (その他の yj に関する項)

であり，予測値 ŷiは yiによる項とそれ以外の yj , j 6= iによる項
に分離することができる．このとき，予測値 ŷi に含まれる yi の
係数

hii =
1

n
+ (X(XTX)−1XT)ii

をテコ比 (leverage)と言う．これは yiを推定する際の yiに依存
する度合を表す量であり，
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テコ比が大きい yiを使って yiを予測している
すなわち yiの予測には回帰式があまり役に立たず，他のデー
タからは予測し難いデータである

テコ比が小さい yiを使わずに yiを予測している
すなわち回帰式がうまく機能し，yiがなくても他のデータ
から予測しやすデータである

ことを示している．なお，テコ比は xi にのみに依存しているの
で，テコ比で評価している目的変数 yiの予測の難しさは，説明変
数 xiの配置のみに基づくものであることがわかる．
特に単回帰 (説明変数が 1次元)の場合にはテコ比は

hii =
(xi − x̄)2

Sx
+

1

n

と書けることから，各データのテコ比の間には
n∑

i=1

hii = 2,
1

n
≤ hii ≤ 1

という関係が成り立つことが直接確かめられる． 練習問題 (3)また，重回帰に
おいては行列H の定義より

n∑
i=1

hii = trH = trX(XTX)−1XT + trM

= tr(XTX)−1XTX + trM

= p+ n× 1

n
= p+ 1

が成り立つことがわかる．

2.3.7 Cook の距離
Cook の距離 (Cook’s distance)は各データについて定義される量
で，データ (xi, yi)が回帰式にどのくらい影響力をもっているか，
あるいはデータ全体の中でどのくらい特異であるのかを示す指標
となる．

ŷj : データを全て使った yj の予測値
ŷj(−i) : データ (xi, yi)以外を全て使った yj の予測値

とすると，データ (xi, yi)に関する Cook の距離 Diは

Di =

∑n
j=1(ŷj − ŷj(−i))

2

p︸︷︷︸
回帰式の自由度

× S/φ︸︷︷︸
残差の 2 乗平均

で定義される (自由度として p+ 1を用いる流儀もある)．直感的
にはデータ (xi, yi)の存在が他のデータの予測に及ぼす影響の度
合を表しており，これを予測の誤差の 2乗平均で正規化して評価
していると考えることができる．
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2 回帰分析

一方

β̂ : データを全て使ったパラメタの推定値
β̂(−i) : データ (xi, yi)以外を全て使ったパラメタの推定値

として

Di =

(
β̂(−i) − β̂

)TCov(β̂)−1
(
β̂(−i) − β̂

)
p

で与える別の定義もある．この定義は，節 2.3.5で議論した推定量
β̂の性質から

Di =

(
β̂ − β̂(−i)

)TCov(β̂)−1
(
β̂ − β̂(−i)

)
p

=

(
β̂ − β̂(−i)

)T
σ−2(XTX)

(
β̂ − β̂(−i)

)
p

=

(
Xβ̂ −Xβ̂(−i)

)T(
Xβ̂ −Xβ̂(−i)

)
σ2p

=

(
Ŷ − Ŷ(−i)

)T(
Ŷ − Ŷ(−i)

)
σ2p

と書き直すことができる．ただし Ŷ , Ŷ(−i)はそれぞれ ŷj , ŷj(−i)を
ならべてできる行列とする．このとき誤差の分散 σ2 の値が必要
となるが，これをその推定量である残差の不偏分散で置き換える
と予測値を用いた定義と等しくなる．

2.3.8 多重共線性
説明変数 (前述したように独立変数と呼ぶこともある)が複数ある
とき，それらは独立であることが望ましい．目的変数を効率良く説
明するためには，説明変数が出来るだけ異なる情報を持っていた
方が良いことは直感的にも明らかであろう．ところが実際のデー
タでは説明変数の独立性が保証されることは少なく，変数のいく
つかは似たような挙動をすることになる．このような説明変数間
の従属性，特に線形従属性は実データの解析においては重大な問
題を引き起こすことがある．
例えば，目的変数 yが 3つの説明変数 x1, x2, x3によって

y = x1 + x2 + x3 + ε

と表されるとする．ここで x1と x2は線形従属な関係にあり，極
端な例であるが，

x1 = x2

が成り立つとしよう．このとき上の目的変数と説明変数の関係は

y = 1.5× x1 + 0.5× x2 + x3 + ε

y = 2.0× x1 + x3 + ε

y = + 2.0× x2 + x3 + ε

y = 3.0× x1 − 1.0× x2 + x3 + ε
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など様々な同値表現を持ち，解の一意性が失われることになる．
実際には完全な線形従属性が成り立つ訳ではなく，雑音成分 ξを
含んだ形で

x1 = x2 + ξ

のように表される近似的な従属関係となることが多いため，どの
ような解が得られるかはデータに依存する．雑音成分に依存して，
例えば上の 4番目の例のように係数の正負が逆転 (x2が yに対して
負の影響を与える) した不適切な解が得られてしまうこともある．
このような独立変数間の線形従属関係は多重共線性 (colinearity)
と呼ばれる．
さて，節 2.3.5で示したように，回帰係数の推定精度 (推定量の
分散共分散行列)は

Cov(β̂) = σ2(XTX)−1

で表される．ここで回帰係数の第 1成分 β1の分散は，上記の行列
の第 (1, 1)成分になることに注意しよう．行列Xを説明変数の第
1成分とそれ以外にブロック化して

X =
(
Y1 X1

)
, Y1 =


x11 − x̄1
x21 − x̄1

...
xn1 − x̄1

 , X1 =


x12 − x̄2 . . . x1p − x̄p
x22 − x̄2 . . . x2p − x̄p
. . . . . . . . . . . . . . . . .
xn2 − x̄2 . . . xnp − x̄p


と書くことにする．このとき

(XTX)−1 =

((
Y T
1

XT
1

)(
Y1 X1

))−1

=

(
Y T
1 Y1 Y T

1 X1

XT
1 Y1 XT

1 X1

)
となるので，ブロック行列の逆行列表現から回帰係数の第 1成分
β1の分散は

Var(β̂1) = σ2
(
Y T
1 Y1 − Y T

1 X1(X
T
1 X1)

−1XT
1 Y1

)−1

となることがわかる． 練習問題 (4)一方，x1を目的変数，それ以外を説明変数
としたときの決定係数R2

1はX → X1, Y → Y1と対応づければ良
いので

R2
1 =

Y T
1 X1(X

T
1 X1)

−1XT
1 Y1

Y T
1 Y1

と表され，

Var(β̂1) =
σ2

Y T
1 Y1

× 1

1−R2
1

と書くことができる．説明変数の第 1成分が他の成分とは独立な
場合，他の成分では第 1成分を表すことはできないので決定係数
はR2

1 = 0となり，上記の分散はこのとき最小となる．
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さて，以上の議論は第 1成分に限らず成り立つ．すなわち，回
帰係数の第 k成分の最小分散をVar(β̂k)min，決定係数を含む係数
項を

VIFk =
1

1−R2
k

と書くことにすれば
Var(β̂k) = Var(β̂k)min × VIFk

と表すことができる．係数項VIFKは，多重共線性が推定量をどれ
だけ不安定にするかを表す指標となり，これを variance inflation
factor (VIF) と呼ぶ．
実用上は，VIF値が 10を越えた場合は深刻な多重共線性が起き
ていると考えられる．また，4を越えた場合には注意が必要で，説
明変数間の関係を検証すべきであると言われている．

2.3.9 回帰係数の t統計量
誤差が正規分布に従う場合，t-分布を用いて推定された係数の有
用性について検定を行うことができる．
節 2.3.5で見たように，係数の推定量 β̂は正規分布に，誤差の
不偏分散 σ̂2(の定数倍)は自由度 n−p−1の χ2-分布に従う．

β̂ ∼ N(β, σ2(XTX)−1)

(n−p−1)
σ̂2

σ2
∼ χ2(n−p−1)

ここで係数の分散共分散行列の不偏推定量の (i, i)成分を
(σ̂2(XTX)−1)ii = σ̂2ξ2i

と書くことにすれば，以下で定義される統計量 T は自由度n−p−1
の t-分布に従うことが示される．

T =
β̂i − βi
σ̂ξi

∼ T(n−p−1)

もちろん βi は未知であるので統計量 T は一般には計算すること
ができないが，仮説「βi = 0である」のもとでは計算することが
できる．すなわち，
帰無仮説 βi = 0である (βiは不要である)

対立仮説 βi 6= 0である
とし，データから推定された β̂iと σ̂ξiを用いて

t =
β̂i
σ̂ξi

を求め，p-値 (両側検定)

p = Pr(|T | > |t| | T ∼ T(n−p−1))

= 2

∫ ∞

|t|
p(x)dx

を計算し，説明変数の第 i成分の要不要について検定を行うこと
ができる．ただし，p(x)は自由度 n−p−1の t-分布の確率密度関
数である．
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2.3.10 回帰モデルの F 統計量
同様に誤差が正規分布に従う場合，残差の分解から F -分布を用い
て回帰モデルそのものの有用性について検定を行うことができる．
節 2.3.1での議論から

Sy

σ2
=

S(β̂)

σ2
+

Sr(β̂)

σ2

と分解できる．ここで右辺第 1項は節 2.3.5で見たように，

S(β̂)

σ2
∼ χ2(n−p−1)

である．また第 2項は

Sr(β̂) = β̂
T
(XTX)β̂

であるが，β̂が上記の p次元正規分布に従うことから，β = 0の
場合に限り

Sr(β̂)

σ2
∼ χ2(p)

となることがわかる． 練習問題 (10)したがって「β = 0である (回帰式は不要で
ある)」という帰無仮説のもとで以下の統計量F は自由度 p, n−p−1
の F -分布に従うことが示される．

F =
Sr/p

S/(n−p−1)
∼ F(p, n−p−1)

係数の検定と同様にデータから推定された β̂を用いて計算される
Srと Sを用いて

f =
Sr(β̂)/p

S(β̂)/(n−p−1)

を求め，p-値 (片側検定)

p = Pr(F > f | F ∼ F(p, n−p−1))

=

∫ ∞

f
p(x)dx

計算することによって，回帰式そのものの要不要について検定を
行うことができる．ただし，p(x)は自由度 p, n−p−1の F -分布の
確率密度関数である．

2.3.11 信頼区間と予測区間
節 2.3.7で述べたように，誤差が正規分布に従うという仮定のも
とでは回帰係数の精度は

E[β̂] = β

Cov(β̂) = σ2(XTX)−1
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となる．
ここで推定された回帰係数 β̂を用いて，新しいデータ (x, y)の
予測を行うことを考える．ただし，ここで扱うX,Y を用いた回帰
式では説明変数，目的変数ともに標本平均からの差 (x− x̄, y− ȳ)
を考える必要があるが，以下では簡単のためこれを (x, y)で表す
ものとする．

y = xTβ + ε (真の値)

ŷ = xTβ̂ (推定された回帰係数による予測値)

ỹ = xTβ (最適な予測値)

とすると，残差の平均と分散は

E[y − ŷ] = xTβ − xTβ = 0

Var(y − ŷ) = Var(xT(β − β̂) + ε)

= Var(xT(β − β̂)) + Var(ε)
= σ2xTCov(β − β̂)x+ Var(ε)
= σ2xT(XTX)−1x︸ ︷︷ ︸

β̂ の精度による誤差

+ σ2︸︷︷︸
もともとある誤差

と計算できる．このことから推定量 ŷには 2種類の誤差が含まれ
ていることがわかる．
ひとつは推定値の精度による誤差で，データから推定された回
帰係数と真の回帰係数の差に依存するものである．この分散は x
に依存して

E[(ỹ − ŷ)2] = σ2xT(XTX)−1x = σc(x)
2

と計算され，誤差 εの正規性から

ỹ − ŷ ∼ N(0, σc(x)
2)

となる．このため，与えられた確率 αに対し

(2.2) Pr(−Cα ≤ Z ≤ Cα | Z ∼ N(0, 1)) = α

となる定数 Cαを用いると，

Pr(−Cα ≤ (ỹ − ŷ)/σc(x) ≤ Cα) = α

とすることができる．すなわち，確率 αで区間[
ŷ − Cασc(x), ŷ + Cασc(x)

]
の中に最適な予測値 ỹが存在する (最適な予測値が入る区間をこ
のように構成したとき，この構成方法は確率 αで正しい) ことに
なる．これを信頼区間 (confidence interval)という．
一方，データから推定された回帰式による予測値と真の値との
差の分散は

E[(y − ŷ)2] = σ2xT(XTX)Tx+ σ2 = σp(x)
2
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2.3 分析の評価

と計算され，誤差の正規性から

y − ŷ ∼ N(0, σp(x)
2)

となる．同様に確率 αで区間[
ŷ − Cασp(x), ŷ + Cασp(x)

]
の中に真の値 yが存在する (真の値が入る区間をこのように構成
したとき，この構成方法は確率 αで正しい) ことになる．これを
予測区間 (prediction interval)という．
ただし，以上の議論は σ2の値がわかっていることを仮定してい
るので，正規分布を用いて区間幅 Cαが決められている．実際の
問題では σ2の推定量として残差の不偏分散

σ̂2 =
1

n−p−1
S(β̂)

を用い，対応する予測値の分散はそれぞれ

σ̂c(x)
2 = σ̂2xT(XTX)−1x

σ̂p(x)
2 = σ̂2xT(XTX)−1x+ σ̂2

を用いることになる．このため統計量は分散の推定誤差も考慮し
た裾の重い分布に従う．具体的には，(ỹ− ŷ)/σ̂c および (y− ŷ)/σ̂p
の分布は正規分布ではなく，いずれも自由度 n−p−1の t-分布に
従う:

ỹ − ŷ

σ̂c(x)
∼ T(n−p−1),

y − ŷ

σ̂p(x)
∼ T(n−p−1).

区間幅を決めるCαは式 (2.2)の正規分布を自由度 n−p−1の t-分
布の密度関数で置き換えて計算することになる．

Pr(−Cα ≤ Z ≤ Cα | Z ∼ T(n−p−1)) = α

これを用いてそれぞれの区間は[
ŷ − Cασ̂c(x), ŷ + Cασ̂c(x)

]
(信頼区間)[

ŷ − Cασ̂p(x), ŷ + Cασ̂p(x)
]

(予測区間)

で与えられる
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2 回帰分析

2.4 解析の事例
以下ではRに実装されている関数 lm( )を用いた簡単な解析の事例を示す．
なお Rには様々なデータが標準で用意されているが，回帰分析の対象となりそうなデータセッ
トとしては

• anscombe – Anscombe’s Quartet of “Identical” Simple Linear Regressions

• attitude – The Chatterjee – Price Attitude Data

• freeny – Freeny’s Revenue Data

• LifeCycleSavings – Intercountry Life-Cycle Savings Data

• longley – Longley’s Economic Regression Data

• stackloss – Brownlee’s Stack Loss Plant Data

• swiss – Swiss Fertility and Socioeconomic Indicators (1888) Data

などが例として挙げられている．

2.4.1 Ashenfelterのワイン方程式
回帰分析の典型例の 1つとして，ワインの価格を降雨量や平均気温などを用いて良好な精度で予
測できることを示して有名になった「Ashenfelterのワイン方程式」の追試を行ってみる．内容は
以下の通りで，記載の場所で公開されているデータを整理したものを用いることにする．

Bordeaux Wine Vintage Quality and the Weather

Data and Results for Wine Regressions

as Reported in Chance Magazine

by Ashenfelter, Ashmore and Lalonde

LPRICE2 : Logarithm of Average Vintage Price Relative to 1961

WRAIN : Winter (Oct.-March) Rain

DEGREES : Average Temperature (April-Sept.)

HRAIN : Harvest (August and Sept.) Rain

TIME_SV : Time since Vintage (Years)

URL: http://www.liquidasset.com/winedata.html

(wine.txt, wine.csv)

Rscript: r-wine.r

図 2.1 参照
> ### 線形回帰分析の例
> ### - Ashenfelter's Wine Equation
>
> ## パッケージの読み込み
> require(tidyverse)
> require(ggfortify)
> require(GGally)
> ## データの読み込み ("wine.csv"を用いる)
> scan(file="data/wine.txt", what=character(), sep=";") # データの説明の表示

[1] "Bordeaux Wine Vintage Quality and the Weather"
[2] " Data and Results for Wine Regressions "
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図 2.1: Ashenfelterのワイン方程式．

[3] " as Reported in Chance Magazine"
[4] " by Ashenfelter, Ashmore and Lalonde"
[5] "LPRICE2 : Logarithm of Average Vintage Price Relative to 1961"
[6] "WRAIN : Winter (Oct.-March) Rain "
[7] "DEGREES : Average Temperature (April-Sept.)"
[8] "HRAIN : Harvest (August and Sept.) Rain "
[9] "TIME_SV : Time since Vintage (Years) "
[10] "URL: http://www.liquidasset.com/winedata.html"

> wine <- read.csv(file="data/wine.csv", row.names=1) # データの読み込み
> ## データの内容を確認
> print(wine) # データの表示

LPRICE2 WRAIN DEGREES HRAIN TIME_SV
1952 -0.99868 600 17.1167 160 31
1953 -0.45440 690 16.7333 80 30
1954 NA 430 15.3833 180 29
1955 -0.80796 502 17.1500 130 28
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2 回帰分析

1956 NA 440 15.6500 140 27
1957 -1.50926 420 16.1333 110 26
1958 -1.71655 582 16.4167 187 25
1959 -0.41800 485 17.4833 187 24
1960 -1.97491 763 16.4167 290 23
1961 0.00000 830 17.3333 38 22
1962 -1.10572 697 16.3000 52 21
1963 -1.78098 608 15.7167 155 20
1964 -1.18435 402 17.2667 96 19
1965 -2.24194 602 15.3667 267 18
1966 -0.74943 819 16.5333 86 17
1967 -1.65388 714 16.2333 118 16
1968 -2.25018 610 16.2000 292 15
1969 -2.14784 575 16.5500 244 14
1970 -0.90544 622 16.6667 89 13
1971 -1.30031 551 16.7667 112 12
1972 -2.28879 536 14.9833 158 11
1973 -1.85700 376 17.0667 123 10
1974 -2.19958 574 16.3000 184 9
1975 -1.20168 572 16.9500 171 8
1976 -1.37264 418 17.6500 247 7
1977 -2.23503 821 15.5833 87 6
1978 -1.30769 763 15.8167 51 5
1979 -1.53960 717 16.1667 122 4
1980 -1.99582 578 16.0000 74 3
1981 NA 535 16.9667 111 2
1982 NA 712 17.4000 162 1
1983 NA 845 17.3833 119 0
1984 NA 591 16.5000 119 -1
1985 NA 744 16.8000 38 -2
1986 NA 563 16.2833 171 -3
1987 NA 452 16.9833 115 -4
1988 NA 808 17.1000 59 -5
1989 NA 443 NA 82 -6

> ## データのプロット
> ggpairs(wine,
+ lower=list(continuous=wrap("smooth_loess",colour="blue"))) +
+ theme(axis.title.x=element_text(size=8),
+ axis.title.y=element_text(size=8)) # 文字の大きさを調整
> ## ボルドーワインの価格 (質)を冬の降雨量 (WRAIN)，育成期平均気温 (DEGREES)，
> ## 収穫期降雨量 (HRAIN)，年数 (TIME_SV)で回帰する
> model <- lm(LPRICE2 ~ ., data=wine)
> summary(model)

Call:
lm(formula = LPRICE2 ~ ., data = wine)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-0.46027 -0.23864 0.01347 0.18600 0.53446

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -1.215e+01 1.688e+00 -7.195 3.28e-07 ***
WRAIN 1.167e-03 4.820e-04 2.421 0.02420 *
DEGREES 6.164e-01 9.518e-02 6.476 1.63e-06 ***
HRAIN -3.861e-03 8.075e-04 -4.781 8.97e-05 ***
TIME_SV 2.385e-02 7.167e-03 3.328 0.00306 **
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1
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2.4 解析の事例

Residual standard error: 0.2865 on 22 degrees of freedom
(11 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.8275, Adjusted R-squared: 0.7962
F-statistic: 26.39 on 4 and 22 DF, p-value: 4.058e-08

> round(coef(model), digits=6) # 係数を確認する

(Intercept) WRAIN DEGREES HRAIN TIME_SV
-12.145334 0.001167 0.616392 -0.003861 0.023847

> ## 診断プロット
> autoplot(model)
> ## autoplot(model, which=1) # res vs fit
> ## autoplot(model, which=2) # qq plot
> ## autoplot(model, which=4) # Cook's dist
> ## autoplot(model, which=1:6)
>
> ## 回帰による予測結果を比較
> year <- rownames(wine)
> price <- exp(wine$LPRICE2)
> predict <- exp(predict(model, newdata=wine, interval="prediction"))
> mydat <- data.frame(year=year, price=price, predict)
> ## 実測値と予測値の比較
> ggplot(mydat, aes(price, fit, label=year)) +
+ geom_text(na.rm=TRUE) + # text で表示
+ scale_x_log10() + scale_y_log10() + # log-log plot
+ labs(title="Bordeaux Wine Price (log)", x="Price", y="Prediction")
> ## 各年の比較
> ggplot(mydat, aes(year, price, group=1)) +
+ geom_ribbon(aes(ymin=lwr, ymax=upr),
+ fill="red", alpha=.1, na.rm=TRUE) +
+ geom_path(aes(y=price, colour="Price"), na.rm=TRUE) +
+ geom_path(aes(y=fit, colour="Predict"), na.rm=TRUE) +
+ theme(axis.text.x=element_text(angle = 90, hjust=1, vjust=.5),
+ legend.position=c(.9,.9)) + # 文字の向きと凡例の位置を調整
+ labs(title="Bordeaux Wine Price", x="Year")
>
> ### 専門家の評価が高かったのは 1986年だが，予測では凡庸
> ### その後 1989/1990年の気温 (かなり高い)を用いて予測した内容が話題となる

2.4.2 脳の重さと体重の関係 (単回帰)

パッケージ MASSの中に含まれるデータ
Animals – Brain and Body Weights for 28 Species –

を用いて単回帰分析を試みる．

Rscript: r-brainbody.r

図 2.2 参照
> ### 線形回帰分析 (単回帰)の例
> ### - Brain and Body Weights for 28 Species
>
> ## パッケージの読み込み
> require(MASS)
> require(tidyverse)
> require(ggfortify)
> ## データの読み込み ("MASS::Animals"を用いる)
> data(Animals)
> ## データの内容を確認
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(d) 診断プロット
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(f) 診断プロット

図 2.2: 外れ値を除いた単回帰の例．

44
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> help(Animals) # 内容の詳細を表示
> print(Animals) # データの表示

body brain
Mountain beaver 1.350 8.1
Cow 465.000 423.0
Grey wolf 36.330 119.5
Goat 27.660 115.0
Guinea pig 1.040 5.5
Dipliodocus 11700.000 50.0
Asian elephant 2547.000 4603.0
Donkey 187.100 419.0
Horse 521.000 655.0
Potar monkey 10.000 115.0
Cat 3.300 25.6
Giraffe 529.000 680.0
Gorilla 207.000 406.0
Human 62.000 1320.0
African elephant 6654.000 5712.0
Triceratops 9400.000 70.0
Rhesus monkey 6.800 179.0
Kangaroo 35.000 56.0
Golden hamster 0.120 1.0
Mouse 0.023 0.4
Rabbit 2.500 12.1
Sheep 55.500 175.0
Jaguar 100.000 157.0
Chimpanzee 52.160 440.0
Rat 0.280 1.9
Brachiosaurus 87000.000 154.5
Mole 0.122 3.0
Pig 192.000 180.0

> ## データのプロット (normal plot)
> ggplot(Animals, aes(body, brain, label=rownames(Animals))) +
+ geom_point(colour="royalblue") +
+ labs(title="Brain and Body Weights (normal plot)",
+ x="body [kg]", y="brain [g]")
> ggplot(Animals, aes(body, brain)) +
+ scale_x_log10() + scale_y_log10() +
+ geom_point(colour="royalblue") +
+ labs(title="Brain and Body Weights (log-log plot)",
+ x="body [kg]", y="brain [g]")
> ## 回帰分析 (単回帰)
> model <- lm(log(brain) ~ log(body), data=Animals)
> summary(model) # 分析結果のまとめを表示

Call:
lm(formula = log(brain) ~ log(body), data = Animals)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-3.2890 -0.6763 0.3316 0.8646 2.5835

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 2.55490 0.41314 6.184 1.53e-06 ***
log(body) 0.49599 0.07817 6.345 1.02e-06 ***
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 1.532 on 26 degrees of freedom
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2 回帰分析

Multiple R-squared: 0.6076, Adjusted R-squared: 0.5925
F-statistic: 40.26 on 1 and 26 DF, p-value: 1.017e-06

> ## 区間推定
> yc <- exp(predict(model, newdata=Animals, interval="confidence"))
> colnames(yc) <- paste("c",colnames(yc),sep=".")
> yp <- exp(predict(model, newdata=Animals, interval="prediction"))
> colnames(yp) <- paste("p",colnames(yp),sep=".")
> mydat <- cbind(Animals, yc, yp)
> ## 回帰式および信頼区間・予測区間の表示
> ggplot(mydat, aes(body, brain, label=rownames(mydat))) +
+ scale_x_log10() + scale_y_log10() + # log-log plot
+ geom_line(aes(y=c.fit), color="dodgerblue", lwd=1.2) +
+ geom_ribbon(aes(ymin=c.lwr,ymax=c.upr), fill="blue", alpha=0.2)+
+ geom_ribbon(aes(ymin=p.lwr,ymax=p.upr), fill="blue", alpha=0.1)+
+ geom_text(size=3) +
+ labs(title="Brain and Body Weights", x="body [kg]", y="brain [g]")
> ## 診断プロット
> autoplot(model, colour="royalblue",
+ smooth.colour="gray50", smooth.linetype="dashed",
+ ad.colour="blue",
+ label.size=3, label.n=5, label.colour="red")
> ## 外れ値を除いた回帰分析
> idx <- c(6,16,26) # 外れ値の index
> model <- lm(log(brain) ~ log(body), data=Animals, subset=-idx)
> summary(model)

Call:
lm(formula = log(brain) ~ log(body), data = Animals, subset = -idx)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-0.9125 -0.4752 -0.1557 0.1940 1.9303

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 2.15041 0.20060 10.72 2.03e-10 ***
log(body) 0.75226 0.04572 16.45 3.24e-14 ***
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 0.7258 on 23 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9217, Adjusted R-squared: 0.9183
F-statistic: 270.7 on 1 and 23 DF, p-value: 3.243e-14

> ## 区間推定
> yc <- exp(predict(model, newdata=Animals, interval="confidence"))
> colnames(yc) <- paste("c",colnames(yc),sep=".")
> yp <- exp(predict(model, newdata=Animals, interval="prediction"))
> colnames(yp) <- paste("p",colnames(yp),sep=".")
> mydat <- cbind(Animals, yc, yp)
> ## 回帰式および信頼区間・予測区間の表示
> ggplot(mydat, aes(body, brain, label=rownames(mydat))) +
+ scale_x_log10() + scale_y_log10() +
+ geom_line(aes(y=c.fit), color="royalblue", lwd=1.2) +
+ geom_ribbon(aes(ymin=c.lwr,ymax=c.upr), fill="blue", alpha=0.2)+
+ geom_ribbon(aes(ymin=p.lwr,ymax=p.upr), fill="blue", alpha=0.1)+
+ geom_text(size=3) +
+ labs(title="Brain and Body Weights", x="body [kg]", y="brain [g]")
> ## 診断プロット
> autoplot(model, colour="royalblue",
+ smooth.colour="gray50", smooth.linetype="dashed",
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+ ad.colour="blue",
+ label.size=3, label.n=5, label.colour="red")

2.4.3 New York の大気質 (重回帰)

パッケージ datasetsの中に含まれるデータ airquality – New York Air Quality Measurements
– を用いて重回帰分析を試みる．

Rscript: r-airquality.r

図 2.3 参照
> ### 線形回帰分析 (重回帰)の例
> ### - New York Air Quality Measurements
>
> ## パッケージの読み込み
> require(tidyverse)
> require(ggfortify)
> require(GGally)
> ## データの読み込み ("datasets::airquality"を用いる)
> data(airquality) # データの読み込み
> help(airquality) # 内容の詳細を表示
> str(airquality) # データの構造を表示

'data.frame': 153 obs. of 6 variables:
$ Ozone : int 41 36 12 18 NA 28 23 19 8 NA ...
$ Solar.R: int 190 118 149 313 NA NA 299 99 19 194 ...
$ Wind : num 7.4 8 12.6 11.5 14.3 14.9 8.6 13.8 20.1 8.6 ...
$ Temp : int 67 72 74 62 56 66 65 59 61 69 ...
$ Month : int 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 ...
$ Day : int 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

> ## データの内容を表示
> head(airquality,n=10) # 最初の nデータを表示

Ozone Solar.R Wind Temp Month Day
1 41 190 7.4 67 5 1
2 36 118 8.0 72 5 2
3 12 149 12.6 74 5 3
4 18 313 11.5 62 5 4
5 NA NA 14.3 56 5 5
6 28 NA 14.9 66 5 6
7 23 299 8.6 65 5 7
8 19 99 13.8 59 5 8
9 8 19 20.1 61 5 9
10 NA 194 8.6 69 5 10

> tail(airquality,n=10) # 最後の nデータを表示

Ozone Solar.R Wind Temp Month Day
144 13 238 12.6 64 9 21
145 23 14 9.2 71 9 22
146 36 139 10.3 81 9 23
147 7 49 10.3 69 9 24
148 14 20 16.6 63 9 25
149 30 193 6.9 70 9 26
150 NA 145 13.2 77 9 27
151 14 191 14.3 75 9 28
152 18 131 8.0 76 9 29
153 20 223 11.5 68 9 30
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図 2.3: 重回帰による予測の例．
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> ## print(airquality) では表示が長すぎる
>
> ## データのプロット (pairs plot)
> mydat <- airquality %>%
+ mutate(Level=ifelse(Ozone>60,"high",ifelse(Ozone<20,"low","mid")))
> mydensity <- function(data, mapping, ...) {
+ ggplot(data = data, mapping = mapping) +
+ geom_point(...,colour="gray50",size=1) +
+ geom_density_2d(alpha=.8)
+ }
> ggpairs(na.omit(mydat), columns=1:4,
+ upper=list(continuous=mydensity),
+ lower=list(continuous=wrap("smooth_loess"),
+ mapping=aes(colour=Level))) +
+ theme(axis.title.x=element_text(size=10),
+ axis.title.y=element_text(size=10)) # 文字の大きさを調整
> ## データの素性を確認
> is.data.frame(airquality) # データフレームかどうか確認

[1] TRUE

> names(airquality) # 各列の名称を調べる

[1] "Ozone" "Solar.R" "Wind" "Temp" "Month" "Day"

> dim(airquality) # データフレームのサイズを調べる

[1] 153 6

> ## 回帰分析 (Ozoneを目的変数，Solar.R, Wind, Tempを説明変数)
> model <- lm(Ozone ~ Solar.R + Wind + Temp, data=airquality)
> summary(model) # 分析のまとめ

Call:
lm(formula = Ozone ~ Solar.R + Wind + Temp, data = airquality)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-40.485 -14.219 -3.551 10.097 95.619

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -64.34208 23.05472 -2.791 0.00623 **
Solar.R 0.05982 0.02319 2.580 0.01124 *
Wind -3.33359 0.65441 -5.094 1.52e-06 ***
Temp 1.65209 0.25353 6.516 2.42e-09 ***
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 21.18 on 107 degrees of freedom
(42 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.6059, Adjusted R-squared: 0.5948
F-statistic: 54.83 on 3 and 107 DF, p-value: < 2.2e-16

> ## モデルの計算結果を表示する関数群
> coef(model) # または coefficients(model): モデルの係数

(Intercept) Solar.R Wind Temp
-64.34207893 0.05982059 -3.33359131 1.65209291

> resid(model) # または residuals(model): 各データの残差

1 2 3 4 7 8
7.95451746 1.00129016 -12.82281394 -0.47522620 -9.26143146 25.94991879
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9 12 13 14 15 16
37.43300539 -16.63056730 -20.37498428 -14.05493544 26.63575698 -9.03564441

17 18 19 20 21 22
10.94212135 32.84485701 1.07383102 2.61604815 -0.27413188 -9.06567669

23 24 28 29 30 31
-1.59526773 30.06401275 15.87728189 10.11827492 54.48821784 -16.23835125

38 40 41 44 47 48
-17.39091904 15.24948527 -21.37575487 -30.31425664 -3.62429745 34.40768181

49 50 51 62 63 64
5.41171790 -13.10287436 -22.07641269 58.14226006 -11.25228481 -20.92606608

66 67 68 69 70 71
-3.91571592 -15.22915270 -3.55126441 14.37905882 12.07980109 16.50578227

73 74 76 77 78 79
-14.38298366 -3.27553965 -16.02638660 -14.02902025 -18.18439098 -9.48096851

80 81 82 85 86 87
5.42486101 12.08995171 -19.32976061 13.34372036 45.24292038 -27.30612233

88 89 90 91 92 93
9.35989587 12.88469276 -19.51999800 0.75233371 4.99716330 -12.44077582

94 95 99 100 101 104
-15.90958100 -35.06714954 37.38592463 25.29079228 39.93958526 -6.88716468

105 106 108 109 110 111
-21.12426082 20.11864909 -10.78034666 10.77751410 -20.42777449 -11.78124685

112 113 114 116 117 118
2.44891022 -5.69194278 -0.09179623 -1.51939045 95.61946316 9.06939218

120 121 122 123 124 125
0.28132246 21.25297256 -3.43469512 3.80069961 23.01336551 -4.43380945

126 127 128 129 130 131
-17.91567410 5.72586671 -13.40438471 3.73344536 -26.56399739 -20.34570748

132 133 134 135 136 137
-15.98747986 -15.41840071 10.07540436 -4.03984987 -28.10475041 -9.05606668

138 139 140 141 142 143
-8.32012381 -9.69686794 4.25560176 -15.49614779 -3.90154898 -40.48474791

144 145 146 147 148 149
-0.62591734 -0.12496600 -7.45651842 -11.24755039 28.40142941 -9.84801870

151 152 153
-9.32026641 -24.38474915 -3.00393057

> fitted(model) # または fitted.values(model): 各データの予測値

1 2 3 4 7 8 9
33.045483 34.998710 24.822814 18.475226 32.261431 -6.949919 -29.433005

12 13 14 15 16 17 18
32.630567 31.374984 28.054935 -8.635757 23.035644 23.057879 -26.844857

19 20 21 22 23 24 28
28.926169 8.383952 1.274132 20.065677 5.595268 1.935987 7.122718

29 30 31 38 40 41 44
34.881725 60.511782 53.238351 46.390919 55.750515 60.375755 53.314257

47 48 49 50 51 62 63
24.624297 2.592318 14.588282 25.102874 35.076413 76.857740 60.252285

64 66 67 68 69 70 71
52.926066 67.915716 55.229153 80.551264 82.620941 84.920199 68.494218

73 74 76 77 78 79 80
24.382984 30.275540 23.026387 62.029020 53.184391 70.480969 73.575139

81 82 85 86 87 88 89
50.910048 35.329761 66.656280 62.757080 47.306122 42.640104 69.115307

90 91 92 93 94 95 99
69.519998 63.247666 54.002837 51.440776 24.909581 51.067150 84.614075

100 101 104 105 106 108 109
63.709208 70.060415 50.887165 49.124261 44.881351 32.780347 48.222486

110 111 112 113 114 116 117
43.427774 42.781247 41.551090 26.691943 9.091796 46.519390 72.380537

118 120 121 122 123 124 125
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63.930608 75.718678 96.747027 87.434695 81.199300 72.986634 82.433809
126 127 128 129 130 131 132

90.915674 85.274133 60.404385 28.266555 46.563997 43.345707 36.987480
133 134 135 136 137 138 139

39.418401 33.924596 25.039850 56.104750 18.056067 21.320124 55.696868
140 141 142 143 144 145 146

13.744398 28.496148 27.901549 56.484748 13.625917 23.124966 43.456518
147 148 149 151 152 153

18.247550 -14.401429 39.848019 23.320266 42.384749 23.003931

> ## これ以外にも以下が用意されている
> ## effects(model)
> ## deviance(model)
> ## df.residual(model)
> ## anova(model)
> ## モデルが保持している情報の要素名を調べるには
> ## names(model)
> ## 各要素の表示を行うには
> ## model$coefficients, model$residuals, model$fitted.values
> ## などとすればよい
>
> ## 当て嵌り具合を表示
> mydat <- airquality %>%
+ mutate(Date=as.Date(paste(Month,Day,"73",sep="/"),"%m/%d/%y"),
+ Pred=predict(model, newdata=airquality))
> ggplot(mydat, aes(Date)) +
+ geom_line(aes(y=Ozone,colour="true"), size=1) +
+ geom_line(aes(y=Pred, colour="predict"), size=1) +
+ scale_colour_manual(values=c(predict="blue",true="red")) + # lineの色を指定
+ theme(legend.position=c(.9,.9)) # 凡例の位置を指定
> ## 診断プロット (いろいろと問題の多いモデルであることがわかる)
> autoplot(model)
> ## モデルの指定方法
> ## 風量 (Wind) と 温度 (Temp) で回帰
> summary(lm(Ozone ~ Wind + Temp, data=airquality))

Call:
lm(formula = Ozone ~ Wind + Temp, data = airquality)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-41.251 -13.695 -2.856 11.390 100.367

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -71.0332 23.5780 -3.013 0.0032 **
Wind -3.0555 0.6633 -4.607 1.08e-05 ***
Temp 1.8402 0.2500 7.362 3.15e-11 ***
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 21.85 on 113 degrees of freedom
(37 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.5687, Adjusted R-squared: 0.5611
F-statistic: 74.5 on 2 and 113 DF, p-value: < 2.2e-16

> ## 切片を 0として Wind と Temp で回帰
> summary(lm(Ozone ~ Wind + Temp - 1, data=airquality))

Call:
lm(formula = Ozone ~ Wind + Temp - 1, data = airquality)

Residuals:
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Min 1Q Median 3Q Max
-44.54 -16.85 -4.36 12.48 93.09

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

Wind -4.45289 0.49059 -9.077 3.91e-15 ***
Temp 1.11172 0.06557 16.954 < 2e-16 ***
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 22.62 on 114 degrees of freedom
(37 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.8239, Adjusted R-squared: 0.8208
F-statistic: 266.6 on 2 and 114 DF, p-value: < 2.2e-16

> ## Wind と Temp の積の効果まで入れて回帰
> summary(lm(Ozone ~ Wind * Temp, data=airquality))

Call:
lm(formula = Ozone ~ Wind * Temp, data = airquality)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-39.906 -13.048 -2.263 8.726 99.306

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -248.51530 48.14038 -5.162 1.07e-06 ***
Wind 14.33503 4.23874 3.382 0.000992 ***
Temp 4.07575 0.58754 6.937 2.73e-10 ***
Wind:Temp -0.22391 0.05399 -4.147 6.57e-05 ***
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 20.44 on 112 degrees of freedom
(37 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.6261, Adjusted R-squared: 0.6161
F-statistic: 62.52 on 3 and 112 DF, p-value: < 2.2e-16

> ## Wind と Temp の積と Wind で回帰
> summary(lm(Ozone ~ Wind * Temp - Temp, data=airquality))

Call:
lm(formula = Ozone ~ Wind * Temp - Temp, data = airquality)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-45.559 -15.792 -3.803 14.782 97.300

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 82.70708 7.31006 11.314 < 2e-16 ***
Wind -13.22608 1.75829 -7.522 1.39e-11 ***
Wind:Temp 0.11969 0.02557 4.681 8.00e-06 ***
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 24.33 on 113 degrees of freedom
(37 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.4655, Adjusted R-squared: 0.456
F-statistic: 49.2 on 2 and 113 DF, p-value: 4.261e-16
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> ## Wind の 2次多項式で回帰
> summary(lm(Ozone ~ Wind + I(Wind^2), data=airquality))

Call:
lm(formula = Ozone ~ Wind + I(Wind^2), data = airquality)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-52.295 -16.000 -4.664 12.438 64.038

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 162.5722 14.1851 11.461 < 2e-16 ***
Wind -19.4439 2.7350 -7.109 1.12e-10 ***
I(Wind^2) 0.6487 0.1244 5.217 8.34e-07 ***
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 23.87 on 113 degrees of freedom
(37 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.4857, Adjusted R-squared: 0.4766
F-statistic: 53.36 on 2 and 113 DF, p-value: < 2.2e-16

> ## Wind の 2次直交多項式で回帰
> summary(lm(Ozone ~ poly(Wind,2), data=airquality))

Call:
lm(formula = Ozone ~ poly(Wind, 2), data = airquality)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-52.295 -16.000 -4.664 12.438 64.038

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 41.281 2.217 18.616 < 2e-16 ***
poly(Wind, 2)1 -249.312 27.085 -9.205 2.11e-15 ***
poly(Wind, 2)2 138.175 26.488 5.217 8.34e-07 ***
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 23.87 on 113 degrees of freedom
(37 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.4857, Adjusted R-squared: 0.4766
F-statistic: 53.36 on 2 and 113 DF, p-value: < 2.2e-16

> ## 関数 update によるモデルの更新方法
> ## Wind のみで回帰
> summary(model <- lm(Ozone ~ Wind, data=airquality))

Call:
lm(formula = Ozone ~ Wind, data = airquality)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-51.572 -18.854 -4.868 15.234 90.000

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 96.8729 7.2387 13.38 < 2e-16 ***
Wind -5.5509 0.6904 -8.04 9.27e-13 ***
---
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Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 26.47 on 114 degrees of freedom
(37 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.3619, Adjusted R-squared: 0.3563
F-statistic: 64.64 on 1 and 114 DF, p-value: 9.272e-13

> ## Solar.R を加える
> summary(model <- update(model, . ~ . + Solar.R, data=airquality))

Call:
lm(formula = Ozone ~ Wind + Solar.R, data = airquality)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-45.651 -18.164 -5.959 18.514 85.237

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 77.24604 9.06751 8.519 1.05e-13 ***
Wind -5.40180 0.67324 -8.024 1.34e-12 ***
Solar.R 0.10035 0.02628 3.819 0.000224 ***
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 24.92 on 108 degrees of freedom
(42 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.4495, Adjusted R-squared: 0.4393
F-statistic: 44.09 on 2 and 108 DF, p-value: 1.003e-14

> ## Solar.R の積の効果を加える
> summary(model <- update(model, . ~ . * Solar.R, data=airquality))

Call:
lm(formula = Ozone ~ Wind + Solar.R + Wind:Solar.R, data = airquality)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-48.694 -17.200 -4.384 12.740 78.218

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 34.467686 17.634602 1.955 0.053246 .
Wind -1.594546 1.508979 -1.057 0.293026
Solar.R 0.324141 0.083928 3.862 0.000193 ***
Wind:Solar.R -0.020279 0.007246 -2.799 0.006089 **
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 24.16 on 107 degrees of freedom
(42 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.487, Adjusted R-squared: 0.4727
F-statistic: 33.86 on 3 and 107 DF, p-value: 1.807e-15

> ## 切片を 0 にする
> summary(model <- update(model, . ~ . -1 , data=airquality))

Call:
lm(formula = Ozone ~ Wind + Solar.R + Wind:Solar.R - 1, data = airquality)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-51.22 -14.38 -4.34 12.17 77.08
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Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

Wind 1.22324 0.45148 2.709 0.00784 **
Solar.R 0.47525 0.03308 14.365 < 2e-16 ***
Wind:Solar.R -0.03256 0.00366 -8.894 1.5e-14 ***
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 24.48 on 108 degrees of freedom
(42 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.7968, Adjusted R-squared: 0.7912
F-statistic: 141.2 on 3 and 108 DF, p-value: < 2.2e-16

> ## AICによる最適なモデルの自動探索
> ## 初期モデルの設定 (ここでは全ての相互作用を含むモデルを用いる)
> summary(model <- lm(Ozone ~ Solar.R * Wind * Temp, data=airquality))

Call:
lm(formula = Ozone ~ Solar.R * Wind * Temp, data = airquality)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-38.080 -11.192 -1.656 6.613 91.357

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -7.139e+01 1.079e+02 -0.661 0.510
Solar.R -6.647e-01 5.876e-01 -1.131 0.261
Wind 4.329e+00 8.888e+00 0.487 0.627
Temp 1.348e+00 1.476e+00 0.913 0.363
Solar.R:Wind 3.389e-02 5.184e-02 0.654 0.515
Solar.R:Temp 1.098e-02 7.790e-03 1.409 0.162
Wind:Temp -7.262e-02 1.255e-01 -0.578 0.564
Solar.R:Wind:Temp -5.604e-04 7.005e-04 -0.800 0.426

Residual standard error: 19.2 on 103 degrees of freedom
(42 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.6883, Adjusted R-squared: 0.6671
F-statistic: 32.49 on 7 and 103 DF, p-value: < 2.2e-16

> ## AICの意味で最適なモデルを探索
> summary(opt <- step(model))

Start: AIC=663.69
Ozone ~ Solar.R * Wind * Temp

Df Sum of Sq RSS AIC
- Solar.R:Wind:Temp 1 235.97 38205 662.37
<none> 37969 663.69

Step: AIC=662.37
Ozone ~ Solar.R + Wind + Temp + Solar.R:Wind + Solar.R:Temp +

Wind:Temp

Df Sum of Sq RSS AIC
- Solar.R:Wind 1 429.42 38635 661.61
<none> 38205 662.37
- Solar.R:Temp 1 1574.75 39780 664.86
- Wind:Temp 1 2748.20 40954 668.08

Step: AIC=661.61
Ozone ~ Solar.R + Wind + Temp + Solar.R:Temp + Wind:Temp
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Df Sum of Sq RSS AIC
<none> 38635 661.61
- Solar.R:Temp 1 2141.1 40776 665.60
- Wind:Temp 1 4339.8 42975 671.43

Call:
lm(formula = Ozone ~ Solar.R + Wind + Temp + Solar.R:Temp + Wind:Temp,

data = airquality)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-38.398 -10.889 -2.445 7.132 93.485

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -1.368e+02 6.414e+01 -2.133 0.035252 *
Solar.R -3.531e-01 1.750e-01 -2.018 0.046184 *
Wind 1.115e+01 4.259e+00 2.617 0.010182 *
Temp 2.451e+00 8.250e-01 2.971 0.003678 **
Solar.R:Temp 5.717e-03 2.370e-03 2.412 0.017589 *
Wind:Temp -1.863e-01 5.425e-02 -3.434 0.000852 ***
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 19.18 on 105 degrees of freedom
(42 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.6828, Adjusted R-squared: 0.6677
F-statistic: 45.21 on 5 and 105 DF, p-value: < 2.2e-16

> ## 当て嵌り具合を表示
> mydat <- airquality %>%
+ mutate(Date=as.Date(paste(Month,Day,"73",sep="/"),"%m/%d/%y"),
+ Pred=predict(model, newdata=airquality))
> ggplot(mydat, aes(Date)) +
+ geom_line(aes(y=Ozone,colour="true"), size=1) +
+ geom_line(aes(y=Pred, colour="predict"), size=1) +
+ scale_colour_manual(values=c(predict="blue",true="red")) + # lineの色を指定
+ theme(legend.position=c(.9,.9)) # 凡例の位置を指定
> ## 診断プロット (前モデルよりは改善されていることがわかる)
> autoplot(model)
> ## 回帰式による予測
> ## 8月までのデータで回帰式を推定
> summary(model <- lm(formula(opt), # 上で探索されたモデルを利用
+ data=airquality, subset=(Month<9)))

Call:
lm(formula = formula(opt), data = airquality, subset = (Month <

9))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-30.675 -13.253 -2.072 8.024 86.554

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -1.572e+02 7.772e+01 -2.022 0.04669 *
Solar.R -2.888e-01 1.996e-01 -1.447 0.15214
Wind 1.284e+01 5.169e+00 2.483 0.01522 *
Temp 2.830e+00 1.008e+00 2.807 0.00635 **
Solar.R:Temp 4.891e-03 2.711e-03 1.804 0.07516 .
Wind:Temp -2.174e-01 6.646e-02 -3.271 0.00161 **
---
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Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 20.26 on 76 degrees of freedom
(41 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.6913, Adjusted R-squared: 0.6709
F-statistic: 34.03 on 5 and 76 DF, p-value: < 2.2e-16

> ## 9月のデータを予測
> idx <- with(airquality,Month==9) # 9月のデータの indexを取得
> pred <- predict(model,newdata=airquality[idx,], # 9月分を予測
+ interval="prediction",level=0.7)
> mydat <- data.frame(airquality[idx,], pred) # 9月のデータとその予測
> ggplot(mydat, aes(Day)) +
+ geom_ribbon(aes(ymin=lwr,ymax=upr), fill="red", alpha=0.2)+
+ geom_line(aes(y=Ozone,colour="true"), size=1) +
+ geom_line(aes(y=fit, colour="predict"), size=1) +
+ theme(legend.position=c(.9,.9)) + # 凡例の位置を指定
+ labs(title="Ozone Level Prediction (September; 70% pred. int.)",x="Day",y="Ozone")

2.4.4 回帰分析の診断 (car package)

パッケージ datasetsの中に含まれるデータ mtcars – Motor Trend Car Road Tests – を用いて，
パッケージ carを用いた回帰分析の診断の例を示す．

Rscript: r-car.r

図 2.4 参照
> ### car package を用いた回帰分析の診断の例
> ### 詳しい解説は以下を参照
> ### An R Companion to Applied Regression, Second Edition
> ### John Fox and Sanford Weisberg
> ### Sage Publications, 2011
>
> ## パッケージの読み込み
> require(car)
> require(tidyverse)
> require(ggfortify)
> require(GGally)
> ## データの読み込み ("datasets::mtcars"を用いる)
> data(mtcars) # データの読み込み
> ## データの内容を確認
> help(mtcars) # 内容の詳細を表示
> str(mtcars) # データの構造を表示

'data.frame': 32 obs. of 11 variables:
$ mpg : num 21 21 22.8 21.4 18.7 18.1 14.3 24.4 22.8 19.2 ...
$ cyl : num 6 6 4 6 8 6 8 4 4 6 ...
$ disp: num 160 160 108 258 360 ...
$ hp : num 110 110 93 110 175 105 245 62 95 123 ...
$ drat: num 3.9 3.9 3.85 3.08 3.15 2.76 3.21 3.69 3.92 3.92 ...
$ wt : num 2.62 2.88 2.32 3.21 3.44 ...
$ qsec: num 16.5 17 18.6 19.4 17 ...
$ vs : num 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 ...
$ am : num 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 ...
$ gear: num 4 4 4 3 3 3 3 4 4 4 ...
$ carb: num 4 4 1 1 2 1 4 2 2 4 ...

> ## print(mtcars) # 全データの表示
> head(mtcars) # データの一部を表示
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mpg cyl disp hp drat wt qsec vs am gear carb
Mazda RX4 21.0 6 160 110 3.90 2.620 16.46 0 1 4 4
Mazda RX4 Wag 21.0 6 160 110 3.90 2.875 17.02 0 1 4 4
Datsun 710 22.8 4 108 93 3.85 2.320 18.61 1 1 4 1
Hornet 4 Drive 21.4 6 258 110 3.08 3.215 19.44 1 0 3 1
Hornet Sportabout 18.7 8 360 175 3.15 3.440 17.02 0 0 3 2
Valiant 18.1 6 225 105 2.76 3.460 20.22 1 0 3 1

> ## カテゴリカルな変数を因子に変換してデータを整理
> mydata <- mtcars
> mydata[,c(2,8:11)] <- lapply(mydata[,c(2,8:11)],
+ factor)
> with(mydata,table(cyl)) # clyカテゴリ毎のデータ数を表示

cyl
4 6 8
11 7 14

> ## str(mydata) # データの構造を表示
>
> ## 量的変数の散布図: 図 (a)
> ggscatmat(mydata, columns=c(1,3:7),
+ color="cyl", alpha=.8)
> ## ## その他の散布図の書き方
> ## ggpairs(mydata) +
> ## theme(axis.title.x=element_text(size=10),
> ## axis.title.y=element_text(size=10))
>
> ## 気筒数 (cyl)毎の燃費 (mpg)と排気量 (disp)の関係: 図 (b)
> coplot(mpg ~ disp | cyl,
+ data=mydata, panel=panel.smooth, rows=1)
> ### 線形回帰モデルの作成
> ### モデル例: 量的変数のみを用いたモデル
> ## 目的変数: 燃費 (mpg)
> ## 説明変数: 排気量 (disp)，馬力 (hp)，
> ## 重さ (wt)，ギア比 (drat)
> ## 馬力と重さが有意
> ## 排気量は不合理な結果で有意性も低い悪いモデル
> model <- lm(mpg ~ disp + hp + wt + drat,
+ data=mydata)
> summary(model)

Call:
lm(formula = mpg ~ disp + hp + wt + drat, data = mydata)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-3.5077 -1.9052 -0.5057 0.9821 5.6883

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 29.148738 6.293588 4.631 8.2e-05 ***
disp 0.003815 0.010805 0.353 0.72675
hp -0.034784 0.011597 -2.999 0.00576 **
wt -3.479668 1.078371 -3.227 0.00327 **
drat 1.768049 1.319779 1.340 0.19153
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 2.602 on 27 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8376, Adjusted R-squared: 0.8136
F-statistic: 34.82 on 4 and 27 DF, p-value: 2.704e-10
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> ## 推定された係数と信頼区間: 図 (c)
> ggcoef(model)
> ## 診断プロット: 図 (d)
> autoplot(model)
> ## car packageによる診断
> ## *residual plots*
> ## モデルが正しければ残差は予測値や説明変数とは独立になるはず
> ## 出力は lack-of-fit test (2乗項を含むかどうかの t検定)
> ## 各変数と残差の関係: 図 (e)
> ## (drat 以外は残差に偏りが見られる)
> residualPlots(model)

Test stat Pr(>|Test stat|)
disp 2.8985 0.007520 **
hp 2.1789 0.038592 *
wt 2.7253 0.011340 *
drat -0.2443 0.808879
Tukey test 3.1199 0.001809 **
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

> ## ## optionの例 (terms の与え方でいろいろな図が作成できる)
> ## residualPlots(model, terms= ~ 1) # 予測値との関係のみ
> ## residualPlots(model, terms= ~ wt, fitted=FALSE)
> ## residualPlots(model, terms= ~ 1 | cyl) # cylごと
> ## residualPlots(model, terms= ~ . | cyl)
> ## (残差の偏りと cylの間に何らかの関係が見られる)
>
> ## *marginal-model plots*
> ## residualPlotsの変種
> ## 残差の代わりに目的変数を縦軸に用いて
> ## 予測値や説明変数での条件付周辺分布を視覚化する
> ## モデルが正しければデータとモデルの条件付平均は一致するはず
> ## 各変数と目的変数の関係: 図 (f)
> ## (hpや wtは 2つの平均が明瞭に交差している)
> marginalModelPlots(model)
> ## # optionの例
> ## marginalModelPlots(model, id.n=3) # 外れ値を 3つ表示
> ## marginalModelPlots(model, sd=TRUE) # 標準偏差を付加
>
> ## *added-variable plots*
> ## 偏回帰 (以下の 2つの回帰)
> ## y ~ x2 + ... + xp
> ## x1 ~ x2 + ... + xp
> ## の残差の散布図を用いて，説明変数と目的変数の関係を視覚化する
> ## 偏回帰の残差の関係: 図 (g)
> ## (hpは反比例 (双曲線)の関係が示唆される)
> avPlots(model)
> ## ## optionの例
> ## avPlots(model, id.n=2) # それぞれの軸で外れ値を 2つ
>
> ## *QQ plot*
> ## 正規分布から逸脱する残差を調べて
> ## モデルに合致しないデータを洗い出す
> ## 残差の正規性の検討: 図 (h)
> qqPlot(model)

Fiat 128 Toyota Corolla
18 20

> ## ## optionの例
> ## qqPlot(model, envelope=.99) # 信頼区間を変更
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2.4 解析の事例

> ## qqPlot(model, id.n=3) # 外れ値を 3つ表示
>
> ## 残差
> residuals(model) %>% head() # headで最初の部分のみ表示

Mazda RX4 Mazda RX4 Wag Datsun 710 Hornet 4 Drive
-2.7116486 -1.8243334 -2.2600740 0.8346599

Hornet Sportabout Valiant
0.6655968 -1.0950607

> ## 標準化誤差
> rstandard(model) %>% head() # standardized residual

Mazda RX4 Mazda RX4 Wag Datsun 710 Hornet 4 Drive
-1.0668734 -0.7192140 -0.8993407 0.3425637

Hornet Sportabout Valiant
0.2810194 -0.4708940

> rstudent(model) %>% head() # Studentized residual

Mazda RX4 Mazda RX4 Wag Datsun 710 Hornet 4 Drive
-1.0697206 -0.7126289 -0.8960522 0.3368929

Hornet Sportabout Valiant
0.2761704 -0.4640008

> ## テコ比
> hatvalues(model) %>% head()

Mazda RX4 Mazda RX4 Wag Datsun 710 Hornet 4 Drive
0.04601982 0.04985367 0.06740049 0.12333254

Hornet Sportabout Valiant
0.17158433 0.20140186

> ## Cook's dist
> cooks.distance(model) %>% head()

Mazda RX4 Mazda RX4 Wag Datsun 710 Hornet 4 Drive
0.010981492 0.005428163 0.011690856 0.003301835

Hornet Sportabout Valiant
0.003271386 0.011184371

> ## 最大正規化誤差の t-検定 (Bonferroniの補正)
> outlierTest(model)

No Studentized residuals with Bonferroni p < 0.05
Largest |rstudent|:

rstudent unadjusted p-value Bonferroni p
Toyota Corolla 2.51597 0.01838 0.58816

> ## *influence index plot*
> ## 各データの Cook's dist., Studentized residual,
> ## Bonferroni p-value, hat-value (テコ比)を表示
> ## 外れ値の診断プロット: 図 (i)
> influenceIndexPlot(model, id.n=3)
> ## *influence plot*
> ## Cook's dist., Studentized residual, hat-valueを表示
> ## 外れ値の診断プロット: 図 (j)
> influencePlot(model, id.n=3)

StudRes Hat CookD
Chrysler Imperial 2.2446894 0.23636908 0.27133817
Fiat 128 2.4958292 0.08435766 0.09615527
Toyota Corolla 2.5159696 0.10355543 0.12213690
Ford Pantera L -0.9300234 0.36351495 0.09929551
Maserati Bora 1.4051504 0.50833966 0.39406393
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2 回帰分析

> ## *component+residual plots*
> ## 説明変数と残差+説明変数による成分 (偏回帰の残差)の関係から
> ## 非線形性の確認を行う
> ## 非線形性の検討: 図 (k)
> crPlots(model)
> ## ## optionの例
> ## crPlots(model, order=2) # 2次の関係を仮定
> ## crPlots(model, order=3) # 3次の関係を仮定
>
> ## *spread-level plot*
> ## 予測値と残差の絶対値の関係から残差の分散の一様性の確認を行う
> ## 分散の一様性の検討: 図 (l)
> spreadLevelPlot(model)

Suggested power transformation: 0.6616338

> ## non-constant variance score test
> ## 残差の分散の一様性の検定
> ncvTest(model)

Non-constant Variance Score Test
Variance formula: ~ fitted.values
Chisquare = 1.429672, Df = 1, p = 0.23182

> ## variance inflation factor
> ## 多重共線性の確認
> vif(model)

disp hp wt drat
8.209402 2.894373 5.096601 2.279547

> ### モデル例: 量的変数のみを用いたモデル
> ## 目的変数: 燃費 (mpg)
> ## 説明変数: AICを用いた stepwise法により選択されたモデル
> model <- step(lm(mpg ~ ., data=mydata), trace=0)
> summary(model)

Call:
lm(formula = mpg ~ cyl + hp + wt + am, data = mydata)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-3.9387 -1.2560 -0.4013 1.1253 5.0513

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 33.70832 2.60489 12.940 7.73e-13 ***
cyl6 -3.03134 1.40728 -2.154 0.04068 *
cyl8 -2.16368 2.28425 -0.947 0.35225
hp -0.03211 0.01369 -2.345 0.02693 *
wt -2.49683 0.88559 -2.819 0.00908 **
am1 1.80921 1.39630 1.296 0.20646
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 2.41 on 26 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8659, Adjusted R-squared: 0.8401
F-statistic: 33.57 on 5 and 26 DF, p-value: 1.506e-10

> ## ggcoef(model)
>
> ## 各種診断: 図 (m)(n)
> residualPlots(model)
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Test stat Pr(>|Test stat|)
cyl
hp 1.4915 0.14835
wt 1.6913 0.10321
am
Tukey test 2.4214 0.01546 *
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

> ## marginalModelPlots(model, id.n=3)
> ## avPlots(model, id.n=2)
> qqPlot(model)

Fiat 128 Toyota Corolla
18 20

> ## crPlots(model)
> ## spreadLevelPlot(model)
> vif(model)

GVIF Df GVIF^(1/(2*Df))
cyl 5.824545 2 1.553515
hp 4.703625 1 2.168784
wt 4.007113 1 2.001778
am 2.590777 1 1.609589

> ### モデル例: 変数を変換して作成したモデル
> ## 目的変数: 燃費の逆数 (gpm)
> ## 説明変数: power-weight ratio(hp/wt)を加え AICで選択
> mydata2 <- dplyr::select(mutate(mydata,
+ gpm=1/mpg,pwr=hp/wt),drat:pwr)
> rownames(mydata2) <- rownames(mtcars) # 行名を付ける
> model <- step(lm(gpm ~ ., data=mydata2), trace=0)
> summary(model)

Call:
lm(formula = gpm ~ wt + pwr, data = mydata2)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-0.0169714 -0.0046822 0.0005312 0.0042744 0.0135097

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -4.015e-03 5.120e-03 -0.784 0.43929
wt 1.472e-02 1.216e-03 12.111 7.24e-13 ***
pwr 2.400e-04 7.302e-05 3.286 0.00266 **
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 0.006612 on 29 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8484, Adjusted R-squared: 0.8379
F-statistic: 81.13 on 2 and 29 DF, p-value: 1.322e-12

> ## ggcoef(model)
>
> ## 各種診断: 図 (o)(p)
> residualPlots(model)

Test stat Pr(>|Test stat|)
wt 0.7434 0.4634
pwr -1.0436 0.3056
Tukey test 0.7764 0.4375

65



2 回帰分析

> ## marginalModelPlots(model, id.n=3)
> ## avPlots(model, id.n=2)
> qqPlot(model)

Cadillac Fleetwood Chrysler Imperial
15 17

> ## crPlots(model)
> ## spreadLevelPlot(model)
> vif(model)

wt pwr
1.002931 1.002931

> ## 主成分分析による変数間の関係の視覚化: 図 (q)
> autoplot(princomp(~ disp + hp + wt + drat,
+ data=mydata, cor=TRUE),
+ data=mydata,
+ colour="cyl", shape=FALSE, label=TRUE,
+ loadings=TRUE, loadings.label=TRUE,
+ loadings.label.size=6)
> ## ## optionの例
> ## autoplot(princomp(~ disp + hp + wt + drat,
> ## data=mydata, cor=TRUE),
> ## data=mydata, label=FALSE,
> ## colour="cyl", shape="am", size="carb",
> ## loadings=TRUE, loadings.label=TRUE,
> ## loadings.label.size=6)
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2.5 補遺

2.5 補遺
回帰分析を理解する上で重要ながら，本稿ではまだ書き切れてい
ない項目には以下ようなものがある．

• t-検定による係数や切片の信頼性 (significance)の考え方

• 分散分析による説明変数・モデルの選択

• AIC情報量規準による説明変数・モデルの選択

• PLS (partial least squares), PCR (principal component
regression), RMA (reduced major axis) などのその他の回
帰手法

• GAM (lgeneralized additive model), NN (neural network)
などの非線形回帰手法

2.5.1 標本平均を通ることの別証
2.2.2節の計算をブロック毎にもう少し細かく見てみることにする．

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi (xの標本平均，p次元ベクトル)

x2 =
1

n

n∑
i=1

xix
T
i (xxTの標本平均，p× p行列)

ȳ =
1

n

n∑
i=1

yi (yの標本平均，スカラ)

xy =
1

n

n∑
i=1

xiyi (xyの標本平均，p次元ベクトル)

と定義しておくと

XTX = n

p+ 1 次元(
1 x̄T

x̄ x2

)
p+ 1 次元

XTY = n

1 次元(
ȳ
xy

)
p+ 1 次元

と書くことができる．また，xの標本分散共分散行列 Vxや xと y
の標本共分散行列 Vxy はそれぞれ

Vx = x2 − x̄x̄T (p× p行列)

Vxy = xy − x̄ȳ (p× 1行列)

となることに注意するとXTX/nの逆行列は

(
1 x̄T

x̄ x2

)−1

=

p+ 1 次元(
1 + x̄TV −1

x x̄ −x̄TV −1
x

−V −1
x x̄ V −1

x

)
p+ 1 次元

67



2 回帰分析

で与えられる．練習問題 (1) これより回帰式の最適な係数は

β̂ =
1

n

(
1 + x̄TV −1

x x̄ −x̄TV −1
x

−V −1
x x̄ V −1

x

)
n

(
ȳ
xy

)
=

(
ȳ + x̄TV −1

x x̄ȳ − x̄TV −1
x xy

−V −1
x x̄ȳ + V −1

x xy

)
=

(
ȳ − x̄TV −1

x Vxy

V −1
x Vxy

)
で表わされる．このとき，求めた線形回帰式による目的変数の予
測値を ŷとすれば

ŷ =
(
1,xT) β̂

= ȳ − x̄TV −1
x Vxy + xTV −1

x Vxy

= ȳ + (x− x̄)T V −1
x Vxy

すなわち

ŷ − ȳ = (x− x̄)T V −1
x Vxy

となるので，最適な線形回帰式は xと yの標本平均を通ることが
わかる．

練習問題
(1) XTX/nの逆行列をブロックに分解して，aをスカラ，bを p

次元ベクトル，Cを p× p行列として
(

a bT
b C

)
で表すことにす

れば， (
1 x̄T

x̄ x2

)(
a bT

b C

)
=

(
1 0
0 Ip

)
を満たさなければいけない．ただし，Ipは p × pの単位行列
とする．ブロック毎に整理すると

a+ x̄Tb = 1

bT + x̄TC = 0

x̄a+ x2b = 0

x̄bT + x2C = Ip

となるので，これを解いてXTX/nの逆行列を求めなさい (C
から求めるとよい)．

(2) 説明変数xと目的変数 yに対して，n個のデータ (xi, yi), i =
1, . . . , n が与えられているとき，その標本分散・共分散が，
標本平均を用いて定義した行列 X と Y を用いてそれぞれ
XTX/n, Y TY /n,XTY /n で表されることを示しなさい．

(3) 単回帰におけるテコ比の間に
n∑

i=1

hii = 2,
1

n
≤ hii ≤ 1

という関係が成り立つことを示しなさい．
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2.5 補遺

(4) 行列H において

HX = X, H1 = 1

が成り立つことを示しなさい．

(5) 行列H において

H2 = H, (I −H)2 = I −H

が成り立つことを示しなさい．

(6) 中心化していない計画行列と中心化した計画行列を用いたハッ
ト行列の定義が一致することを示しなさい．

(7) 不偏分散

σ̂2 =
1

n−p−1

n∑
i=1

e2i

が不偏となることを
n∑

i=1

E[e2i ] = tr(I −H)

であることを用いて示しなさい．

(8) スチューデント化誤差における関係式

(n−p−2)σ̂2
(−i) = (n−p−1)σ̂2 − e2i

を示しなさい．

(9) 以下のブロック行列においてDの逆行列が存在するとき，次
の式が成り立つことを示しなさい．

(
A B
C D

)−1

=

(
(A−BD−1C)−1 −(A−BD−1C)−1BD−1

−D−1C(A−BD−1C)−1 D−1 +D−1C(A−BD−1C)−1BD−1

)

(10) 係数の推定量 β̂が以下の正規分布に従うとき

β̂ ∼ N(β, σ2(XTX)−1)

Z =
Sr(β̂)

σ2
=

β̂
T
(XTX)β̂

σ2

が自由度 pの χ2-分布に従うことを確かめよ．
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主成分分析 3
3.1 目的と考え方
3.1.1 目的
主成分分析 (principal component analysis; PCA)とは，線形変換
を用いて多数の変量を縮約して表現する低次元の量 (指標または
特徴量)を見付けることによって，変数間の関係を明らかにするた
めの分析法である．陽には見えない隠れている特徴 (これを主成
分と呼ぶ)を，観測された変量の線形結合で表す方法とも言える．

例 3.1. 身長と体重の散布図が拡がっている方向は，直感的には体
の大きさ (体格)を表していると考えることができる．身長と体重
を統合して，体格を表す新しい量

(体格) = f(身長,体重)

を合成することによって，変量間の関係を数量化して考えること
ができる．通常は変量の線形結合を考える．

身長と体重のデータ

身長 [cm] 体重 [kg]

1 164 48

2 170 55

3 171 65

4 174 71

5 176 64

6 181 69

7 170 52

8 176 72

9 170 59

10 165 52

11 169 58

12 170 67

13 179 63

14 163 60

15 177 70

16 175 76
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例 3.2. 国語，英語，数学，物理，化学，世界史，地学の 7つの試
験を 100名の学生に対して行ったとしよう．学生の成績がどのよ
うに分布しているかを知るには，7次元空間に各学生の成績をプ
ロットして図示すれば良いが，この空間を我々が実感することは
難しい．しかしながら 7次元空間の中に巧い 2次元空間を探し出
してその上に全データを投影 (射影)することができれば，学生の
成績を 2次元上の分布として近似的にではあるが把握することが
できる．

成績データ
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3 主成分分析

番号 国語 英語 数学 物理 化学 世界史 地学
1 46 53 40 45 57 43 52
2 55 55 19 30 61 44 60
3 50 52 27 31 43 61 43
4 58 60 33 44 50 54 58
5 75 91 60 98 53 73 71
6 51 60 29 44 1 55 55
7 38 51 35 68 60 48 36
8 49 43 37 29 48 58 60
9 25 31 35 26 41 35 32

10 61 74 48 35 53 64 53
11 65 65 55 83 43 72 70
12 43 51 66 53 39 43 46
13 34 49 51 49 51 21 32
14 48 55 66 73 71 68 74
15 34 42 43 36 54 38 39
16 64 67 55 58 61 63 62
17 50 67 65 65 69 59 64
18 56 50 54 48 63 53 54
19 71 52 47 57 69 56 63
20 45 52 55 61 58 41 67
21 50 49 68 58 83 47 21
22 40 35 65 60 56 46 54
23 65 49 63 50 50 64 63
24 37 40 53 38 25 42 52
25 69 78 60 66 67 90 76
26 41 56 83 66 87 46 40
27 69 55 39 70 39 58 68
28 44 39 63 47 35 50 57
29 78 79 26 37 33 65 65
30 11 47 65 74 76 37 42
31 31 45 57 47 38 39 40
32 49 67 44 49 56 62 44
33 50 49 30 36 49 50 48
34 62 70 44 57 79 57 48
35 54 48 46 45 54 40 36
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biplotによる表示

主成分分析は，高次元に分布する観測データの性質を理解する
ために

• 本来の特徴をできる限り保持する低次元空間を見付ける (次
元縮約)

• データに内在する重要な指標を抜き出し，余計な雑音を抑
える (特徴抽出，雑音除去)

という 2つの側面を持つ．主に前者の目的が強調されることが多
いが，後者は例えば主成分分析を行ってから回帰分析を行う主成
分回帰 (principal component regression; PCR) といった考え方
において利用されている．以下ではこの目的に適う巧い射影方向
の求め方を，射影されたデータのばらつき，あるいは残差のばら
つきという観点から捉え，主成分分析の考え方を概説する．

3.1.2 観測データ
多次元データの取り扱いは回帰分析とは異なり，変量に説明変数
と目的変数の区別はなく，全てが説明変数に相当する．以下では 1
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3.1 目的と考え方

つの観測値 (データ点)は p次元とし，n個の観測データが得られた
とする．このとき i番目のデータを xi = (xi1, xi2, · · · , xip)T, i =
1, 2, . . . , n で表すことにする．

3.1.3 確率モデル
主成分分析では通常明示的な生成モデルを考えないが，以下のよ
うな仮想的な確率モデル (確率的主成分分析モデル，あるいは因
子分析モデルの一種)を想定することがある．
各観測データ xiは，背後に隠れていて見えない d次元 (d ≤ p)
の特徴量 si = (si1, si2, . . . , sid)

Tによって，以下の式で生成され
ていると考える．

xi = α0 +α1si1 +α2si2 + · · ·+αdsid + εi, i = 1, 2, . . . , n

ただしαk = (αk1, αk2, . . . , αkp)
T, k = 1, 2, . . . , dの次元はデータ

と同じく p次元で，α0はデータの平均，αk, k = 1, . . . , dは互いに
直交する d個のベクトルである．また εiは誤差を表す．すなわち，
観測データは p次元であるが，本質的な情報は d次元部分空間にの
み拡がっており，これに雑音が重畳して観測されていると考える
ことになる．言い方を変えると，特徴量の方向αk, k = 1, 2, . . . , d
は互いに直交して拡がっているという非現実的なモデルを考えて
いると思ってもよい．
なお，εの分布については，通常は p次元の等方的な誤差 (分散
が単位行列の定数倍)を考える．また，誤差 εの分散は特徴量 sの
分散に比べて十分に小さい状況を想定して近似的に解くことにな
る．この仮定のため上記で述べた生成モデルは厳密性を欠くこと
になる．

3.1.4 特徴量を再構成するための指針
以下の解析では，主に d = 1の場合を考え，その後一般化を行う．
まず d = 1の場合には，

xi = α0 +α1si1 + εi, i = 1, 2, . . . , n

であるので，α1を方向ベクトルとする直線上に観測データを直交
射影して，1次元の特徴量 sを再現するための新しい量を作るこ
とを考えればよい．特徴量 sと雑音 εの分散の大小関係の仮定か
ら，どの方向に射影するのが良いかを決めるための指針としては，
以下の 2通りの考え方が重要である．

1. 射影により作られた新しい量ができるだけ広く分布して，各
観測データ間の違いを十分に表すことができる．
⇒ 射影された量のばらつき (平方和または分散で測ればよ
い) を最大にする．

2. 射影するときに捨て去られる情報をできるだけ少なくする．
⇒ 残差のばらつき (平方和または分散)を最小にする．

一見異なる基準のように思われるが，実はこの二つは等価である．
これは後に詳しく計算するように正射影の性質から

(元のデータのばらつき) = (射影された値のばらつき)+(残差のばらつき)

が成り立つからである．
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3 主成分分析

3.2 計算法
3.2.1 準備
分散は平行移動に関して不変であるので，射影方向の良否を評価
する基準として分散 (あるいは残差平方和)を用いる場合には，観
測データを平行移動して標本平均を中心としたもの，すなわち平
均が 0となるように平行移動したものを考えるのが計算上都合が
良い．
n個の観測データ xi, i = 1, 2, . . . , nによる標本平均を

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi

で表す．標本平均で平行移動したデータをまとめて行列で表すこ
ととし，これを

X =

p 次元
x11 − x̄1 · · · x1p − x̄p
x21 − x̄1 · · · x2p − x̄p
. . . . . . . . . . . . . . . . .
xn1 − x̄1 · · · xnp − x̄p

 n 次元 =


xT
1 − x̄T

xT
2 − x̄T

. . . . . .
xT
n − x̄T


と書くことにする．この操作を中心化 (centering)という．このと
き，全ての要素が 1である p次元ベクトル 1 = (1, 1, . . . , 1)T を用
いると 1TX = 0またはXT1 = 0 となることに注意する．これは
中心化されたデータの平均が 0であることを意味する．以下では
データは中心化されていることを仮定し，単に

X =

p 次元
x11 · · · x1p
x21 · · · x2p
. . . . . . . . . .
xn1 · · · xnp

 n 次元 =


xT
1

xT
2
...
xT
n


と書くこととする．
射影方向を表すために p次元の単位ベクトル

α =


α1

α2
...
αp

 , ‖α‖ = 1 (またはαTα = 1と書くこともできる)

を考える．
このときデータ点 x = (x1, x2, . . . , xp)

Tを，原点を通りαを方
向ベクトルとする直線上へ直交射影した点は

z = (x ·α)α = (xTα)α

と書くことができるので，n個の観測データを射影した点はまと
めて

Z =


zT
1

zT
2
...
zT
n

 =


xT
1 ααT

xT
2 ααT

...
xT
nααT

 = XααT
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3.2 計算法

と表すことができる．
一方，観測データと射影の間の残差は

r = x− z

であるから，n個の観測データの残差はまとめて

R = X − Z = X(I −ααT)

と表すことができる．このとき xから z への射影行列 I − ααT

は羃等 (idempotent)

(I −ααT)(I −ααT) = I −ααT

となっていることに注意する．これは射影したものをもう一度射
影しても変わらないという性質を表している．

3.2.2 射影のばらつきの最大化
射影されたデータのばらつきは，射影された直線上でのデータ点
の分散で評価することができる．今，原点を通る直線上への射影
を考えているので，射影されたデータ点 zT

i = xT
i ααTは ‖α‖ = 1

であることに注意すれば zi = xT
i αを座標値とする数直線上にあ

ると考えることができる．この座標の標本平均は

z̄ =
1

n

n∑
i=1

zi =
1

n

n∑
i=1

xT
i α

=
1

n
1TXα = 0

であるから，座標値の標本分散は

V z =
1

n

n∑
i=1

(zi − z̄) =
1

n

n∑
i=1

z2i

=
1

n

n∑
i=1

(
xT
i α
)2

=
1

n
αTXTXα

となる．したがって射影のばらつきの最大化を考えるには

S(α) = αTXTXα

の最大化を考えれば良い．

3.2.3 残差のばらつきの最小化
観測データと射影されたデータの関係から，各データ点における
残差はまとめて

R = X − Z = X(I −ααT)

と書くことができる．残差は p− 1次元の部分空間に拡がってい
るが，その平均は 0となるので， 練習問題 (1)ばらつきの評価としては残差ベ

75



3 主成分分析

クトルの長さの分散を考えることにする．残差ベクトル rの長さ
を r = ‖r‖ =

√
rTrで表すことにすれば

V r =
1

n

n∑
i=1

r2i =
1

n

n∑
i=1

rT
i ri

=
1

n
trRRT =

1

n
trRTR

=
1

n
tr(I −ααT)XTX(I −ααT)

=
1

n

(
trXTX − 2 trααTXTX + trααTXTXααT)

=
1

n

(
trXTX −αTXTXα

)
となる．なお計算の途中で αTα = ‖α‖2 = 1，および trAB =
trBAを用いた．
したがって残差のばらつきの最小化を考えるには

trXTX −αTXTXα = trXTX − S(α)

をαに関して最小化，すなわち

S(α) = αTXTXα

の最大化を考えれば良い．したがって射影のばらつきの最大化と
等価になる．

3.2.4 主成分分析における固有値問題
以上から，主成分分析の問題はαを単位ベクトル (‖α‖ = 1 ある
いは αTα = 1)として S(α)を最大化する問題に帰着できること
がわかった．これを解くにはラグランジュ関数を

L(α, λ) = αTXTXα+ λ(1−αTα)

と定義して鞍点条件を求めればよい．αに関する偏微分は

∂L

∂α
= 2XTXα− 2λα = 0

となるので，結局αを求めるには

XTXα = λα

という固有値問題を解けば良い．このとき

S(α) = αTXTXα = λαTα = λ

であり，S(α)を最大化するためには λをできるだけ大きくすれ
ばよいので，最大固有値を取ればよい．したがって最大固有値 (第
1固有値)に対応する固有ベクトルが解となることがわかる．
以上の議論は単一の射影方向を考えたもので，得られた αは
第 1主成分方向 (主成分軸)に対応する．この方向に射影した値
z = xTα (原点からの符号付き長さ)はそのデータ点の第 1主成
分あるいは主成分得点 (principal component score)と呼ばれる．
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3.3 分析の評価

以上の議論は以下のようにして第 2主成分以降にも拡張される．
第 1主成分方向 α1が求められたら，元の観測値からその主成分
方向の成分を取り除いた残差

ri = xi − (xT
i α1)α1

を考えることができるので，これに対して主成分分析を行えばよ
い．第 1主成分を除いたという意味で残差をまとめて

X(−1) = X −Xα1α
T
1 = X(I −α1α

T
1 )

と書くことにする．これを新たなデータと見做して主成分方向を
求めるためには固有値問題

XT
(−1)X(−1)α = λα

を考えればよい．以下では XTX の k番目に大きな固有値 (第 k
固有値)を λk，それに対応する長さ 1の固有ベクトルを αk と書
くことにする．このとき，異なる固有ベクトルは直交する

αT
kαj = 0, k 6= j

ことと

XT
(−1)X(−1) = (I −α1α

T
1 )X

TX(I −α1α
T
1 )

であることに注意すれば，

XT
(−1)X(−1)α1 = 0

XT
(−1)X(−1)αk = λkαk (k 6= 1)

となることが容易に確かめられる． 練習問題 (2)これからXT
(−1)X(−1)の最大固

有値は λ2となるので，残差X(−1)に対する主成分方向は，XTX
の第 2固有ベクトルを選べばよい．よってX の第 2主成分は第 2
固有ベクトルα2であることがわかる．
この操作を 3番目の固有ベクトル，4番目の固有ベクトルと順
次繰り返していけば，結局XTX の第 k固有ベクトルが第 k主成
分となることがわかる． 練習問題 (3)

また，各固有ベクトル αk は互いに直交するので，主成分得点
zki = xT

i αk は kと jが違うとき

1

n

T∑
i=1

zki z
j
i =

1

n
(Xαk)

T(Xαj) = αT
kX

TXαj = λjα
T
kαj = 0

となり，zkと zj は無相関になっていることが判る．

3.3 分析の評価
3.3.1 寄与率
回帰分析のところで考察した寄与率 (proportion of the variance)
を，より一般的な形で述べると

(寄与率) =
(その方法で説明できるばらつき)

(データ全体のばらつき)
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3 主成分分析

となる．これを主成分分析の場合に当て嵌めると

(寄与率) =
(主成分が説明しているばらつき)

(全体のばらつき)

として定義すれば良いことがわかる．
残差のばらつきと同様に，データ全体のばらつきとしては中心
化した各データベクトルの長さの 2乗和を考えればよい．すなわち

(全体のばらつき) =
n∑

i=1

xT
i xi

= trXXT (n× n行列)

= trXTX (p× p行列)

となる．ここで行列XTX のスペクトル分解 (固有値と固有ベク
トルによる行列の分解表現)

XTX = λ1α1α
T
1 + λ2α2α

T
2 + · · ·+ λpαpα

T
p =

p∑
k=1

λkαkα
T
k

を使うと

trXTX = tr

(
p∑

k=1

λkαkα
T
k

)
=

p∑
k=1

λk trαkα
T
k =

p∑
k=1

λk trαT
kαk

=

p∑
k=1

λk = λ1 + λ2 + · · ·+ λp

となる．一方，第 k主成分の方向ベクトルを αk とすると，この
方向に射影したデータのばらつきは

(第 k主成分のばらつき) =

n∑
i=1

(xT
i αk)

2 = αT
kX

TXαk

= λk

となる．
以上より，第 k主成分の寄与率は

(第 k主成分の寄与率) =
λk

λ1 + λ2 + · · ·+ λp
=

λk∑p
j=1 λj

となり，また第k成分まで使った主成分分析の累積寄与率 (cumulative
proportion of the variance)は

(第 k主成分までの累積寄与率) =
λ1 + λ2 + · · ·+ λk

λ1 + λ2 + · · ·+ λp
=

∑k
j=1 λj∑p
j=1 λj

で与えられる．
この値が各主成分の説明力の評価と，いくつの主成分を用いる
べきかの基準として用いられる．一般に，累積寄与率が 80%程度
の主成分を使って分析を行うことが多い．
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3.3 分析の評価

3.3.2 主成分負荷量
主成分方向の係数の大きさを見ることによって，元の特徴量が得
られた成分に対してどの程度貢献あるいは影響しているかを知る
ことができる．しかしながら，特徴量のスケールによって係数の大
きさは変化するため，例え特徴量が正規化 (平均 0，分散 1)にされ
ていたとしても，そのまま大きさを比較することは適切でない場
合もある．特徴量のスケールによらず，影響の度合を調べる方法と
して相関係数を用いるものがある．これを主成分負荷量 (principal
component loading)と呼ぶ．
第 k成分が 1で，残りが全て 0であるベクトルを ekと書くこと
にする．n個のデータの第 k主成分の得点はXvk，第 j特徴量は
Xej とベクトル標記することができるので，その相関係数は

Cor(Xvk, Xej) =
(Xvk)

TXej√
(Xvk)TXvk

√
(Xej)TXej

=
vT
kX

TXej√
vT
kX

TXvk

√
eT
j X

TXej

=
λkv

T
k ej√

λk

√
(XTX)jj

となる．特にXを正規化した場合にはXTXの対角成分は全て 1，
すなわち (XTX)jj = 1となるので，第 k主成分に対する第 j 特
徴量の負荷量は

(lk)j =
√
λk(vk)j

となり，第 k主成分に対する負荷量をベクトル表示すると

lk =
√

λkvk = σkvk (特異値による表現)

となる．したがって，同じ主成分に対する各特徴量の影響の度合
は固有ベクトルの成分比を見ればよいが，同じ特徴量の各主成分
への影響の度合は固有値の平方根で重み付けする必要があること
がわかる．

3.3.3 biplot

階数 rの n× p型行列X は

(3.1) X = UΣV T

の形に分解される．ここで U は n× n型直交行列，V は p× p型
直交行列であり，Os,tを s× t型零行列，Dを r× r型体格行列と
して Σは

D =


σ1

σ2
. . .

σr

 , σ1 ≥ σ2 ≥ σr > 0

Σ =

p 次元(
D Or,p−r

On−r,r On−r,m−r

)
n 次元
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3 主成分分析

のようなn×p型の行列である．行列Dの対角成分σk, k = 1, . . . , r
を行列X の特異値 (singular value)，式 (3.1)を行列X の特異値
分解 (singular value decomposition)，と呼ぶ．このとき

XTX = (UΣV T)T(UΣV T)

= V ΣTUTUΣV T = V ΣTΣV T

であり，

ΣTΣ =



σ2
1

. . .

σ2
r

0
. . .

0


となるので，行列 V の第 k列ベクトルを vk，

λk =

{
σ2
k, k ≤ r

0, k > r

とすれば，

XTXvk = V ΣTΣV Tvk

= λkvk

であり，XTXの固有値は行列Xの特異値の平方，固有ベクトル
は行列 V の列ベクトル，すなわちαk = vkとなることがわかる．

練習問題 (4)

行列 U の第 k列ベクトルを ukとすれば，

X =
∑
k

ukσkv
T
k

と表すことができる．この関係を用いると，第 k主成分と第 j主
成分を用いた行列X の近似X ′は

X ' X ′ = ukσkv
T
k + ujσjv

T
j

で表されることがわかる．主成分分析の結果を視覚化するために
用いられる biplot表示は，この分解を利用したデータと主成分
方向の散布図である．Xのばらつきをできるだけ保持するという
意味で最適な近似は k = 1, j = 2のときに与えられることは示し
たが，寄与率に応じて適当な次数までの主成分を用いることもあ
る．さて 0 ≤ s ≤ 1として上記の近似式は

X ′ = GHT, G =
2 次元(

σ1−s
k uk σ1−s

j uj

)
n 次元, H =

2 次元(
σs
kvk σs

jvj

)
p 次元

と書くことができる．練習問題 (5) 行列Gの各行は各データに 2次元の座標を
与え，行列Hの各行は各変量に 2次元の座標を与えることに注意
しよう．これらの 2次元を用いて散布図を作成したものが biplot

となる．散布図のスケールを制御するパラメタ sとしては 0,1ま
たは 1/2 が用いられることが多い．
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3.4 解析の事例

3.4 解析の事例
Rで主成分分析を行うには関数prcomp( )または関数princomp( )を用いる．ここでは関数prcomp( )

を用いた簡単な解析の事例を示す．
なおRのデータセットで主成分分析の対象となりそうなものとしては

• USArrests – Violent Crime Rates by US State

• Cars93 – Data from 93 Cars on Sale in the USA in 1993 –

などがある．

3.4.1 米国裁判官の格付け
パッケージ datasetsの中に含まれるデータ

USJudgeRatings – Lawyers’ Ratings of State Judges in the US Superior Court –

を用いて主成分分析を試みる．

Rscript: p-usjudge.r

図 3.1 参照
> ### 主成分分析の例
> ### - Lawyers' Ratings of State Judges in the US Superior Court
>
> ## パッケージの読み込み
> require(tidyverse)
> require(reshape2)
> require(ggfortify)
> require(GGally)
> ## データの読み込み ("datasets::USJudgeRatings"を用いる)
> data(USJudgeRatings) # データの読み込み
> ## データの内容を確認
> help(USJudgeRatings) # 内容の詳細を表示
> ## print(USJudgeRatings) # 全データの表示
> head(USJudgeRatings) # 最初の 6個を表示

CONT INTG DMNR DILG CFMG DECI PREP FAMI ORAL WRIT PHYS RTEN
AARONSON,L.H. 5.7 7.9 7.7 7.3 7.1 7.4 7.1 7.1 7.1 7.0 8.3 7.8
ALEXANDER,J.M. 6.8 8.9 8.8 8.5 7.8 8.1 8.0 8.0 7.8 7.9 8.5 8.7
ARMENTANO,A.J. 7.2 8.1 7.8 7.8 7.5 7.6 7.5 7.5 7.3 7.4 7.9 7.8
BERDON,R.I. 6.8 8.8 8.5 8.8 8.3 8.5 8.7 8.7 8.4 8.5 8.8 8.7
BRACKEN,J.J. 7.3 6.4 4.3 6.5 6.0 6.2 5.7 5.7 5.1 5.3 5.5 4.8
BURNS,E.B. 6.2 8.8 8.7 8.5 7.9 8.0 8.1 8.0 8.0 8.0 8.6 8.6

> tail(USJudgeRatings) # 最後の 6個を表示

CONT INTG DMNR DILG CFMG DECI PREP FAMI ORAL WRIT PHYS RTEN
STAPLETON,J.F. 6.5 8.2 7.7 7.8 7.6 7.7 7.7 7.7 7.5 7.6 8.5 7.7
TESTO,R.J. 8.3 7.3 7.0 6.8 7.0 7.1 6.7 6.7 6.7 6.7 8.0 7.0
TIERNEY,W.L.JR. 8.3 8.2 7.8 8.3 8.4 8.3 7.7 7.6 7.5 7.7 8.1 7.9
WALL,R.A. 9.0 7.0 5.9 7.0 7.0 7.2 6.9 6.9 6.5 6.6 7.6 6.6
WRIGHT,D.B. 7.1 8.4 8.4 7.7 7.5 7.7 7.8 8.2 8.0 8.1 8.3 8.1
ZARRILLI,K.J. 8.6 7.4 7.0 7.5 7.5 7.7 7.4 7.2 6.9 7.0 7.8 7.1

> ## データの散布図 (一部項目のみ): 図 (a)
> ggpairs(USJudgeRatings, columns=1:6) +
+ ggtitle("Ratings of US Judges")
> ## 各データの視覚化 (radar chart)
> jdgs <- sapply(rownames(USJudgeRatings), # 姓だけ取り出す
+ function(x){unlist(strsplit(x,","))[1]})
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3 主成分分析
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(f) 主成分得点の散布図

図 3.1: USJudgeRatingsデータの主成分分析．
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3.4 解析の事例

> mydata <- mutate(USJudgeRatings, jdgs) %>%
+ head(12) %>% melt(id.vars="jdgs") # 最初の 12名のみ表示
> ## 各データの表示 (一部データのみ): 図 (b)
> ggplot(mydata, aes(x=variable, y=value, group=jdgs)) +
+ geom_polygon(fill="lightgreen") + coord_polar() +
+ facet_wrap(~jdgs)
> ## 主成分分析
> model <- prcomp(~ ., data=USJudgeRatings)
> ## 結果の評価
> summary(model) # 寄与率の表示

Importance of components:
PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6 PC7

Standard deviation 3.0299 0.9879 0.55470 0.46986 0.26398 0.1741 0.12895
Proportion of Variance 0.8476 0.0901 0.02841 0.02038 0.00643 0.0028 0.00154
Cumulative Proportion 0.8476 0.9377 0.96612 0.98650 0.99294 0.9957 0.99727

PC8 PC9 PC10 PC11 PC12
Standard deviation 0.10868 0.08724 0.07122 0.05571 0.04397
Proportion of Variance 0.00109 0.00070 0.00047 0.00029 0.00018
Cumulative Proportion 0.99836 0.99907 0.99953 0.99982 1.00000

> round(model$rotation,3) # 主成分方向の表示 (3桁)

PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6 PC7 PC8 PC9 PC10
CONT 0.006 0.933 -0.320 0.113 0.095 -0.003 0.018 -0.049 0.035 -0.027
INTG -0.235 -0.139 -0.370 0.252 0.046 -0.463 -0.366 0.418 0.377 0.180
DMNR -0.348 -0.232 -0.663 0.035 -0.194 0.361 0.394 -0.167 0.123 -0.037
DILG -0.287 0.048 0.224 0.273 -0.376 -0.564 0.255 -0.283 0.029 -0.416
CFMG -0.272 0.163 0.189 -0.025 -0.480 0.170 0.109 0.680 -0.269 0.132
DECI -0.253 0.118 0.249 -0.025 -0.420 0.369 -0.483 -0.318 0.408 0.097
PREP -0.309 0.047 0.217 0.191 0.146 -0.064 0.384 -0.169 -0.072 0.641
FAMI -0.305 0.014 0.267 0.169 0.471 0.108 0.024 -0.006 0.229 0.123
ORAL -0.332 0.010 0.037 0.008 0.253 0.142 -0.007 0.117 -0.272 -0.355
WRIT -0.314 -0.018 0.115 0.142 0.295 0.227 -0.102 0.142 0.067 -0.435
PHYS -0.278 0.096 0.036 -0.859 0.095 -0.241 0.159 0.047 0.275 -0.026
RTEN -0.359 -0.034 -0.196 -0.153 0.029 -0.164 -0.466 -0.294 -0.625 0.155

PC11 PC12
CONT 0.017 0.007
INTG -0.160 -0.006
DMNR 0.113 -0.056
DILG 0.097 -0.060
CFMG 0.194 -0.040
DECI -0.187 -0.046
PREP -0.340 0.293
FAMI 0.535 -0.468
ORAL -0.637 -0.430
WRIT 0.106 0.703
PHYS -0.012 0.057
RTEN 0.245 0.052

> ## 寄与率: 図 (c)
> plot(model, col="lightblue",
+ main="Proportion of Variance") # 寄与率
> ## biplotによる表示
> ## 主成分得点 (第 1,2主成分): 図 (d)
> autoplot(model, data=USJudgeRatings, colour="gray",
+ label=TRUE, label.size=3, label.colour="darkgreen",
+ loadings=TRUE, loadings.colour="blue",
+ loadings.label=TRUE, loadings.label.size=5,
+ loadings.label.colour="blue",
+ main="PCA of US Judge Ratings")
> ## 主成分得点 (第 2,3主成分): 図 (e)
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3 主成分分析

> autoplot(model, x=2, y=3, data=USJudgeRatings, colour="gray",
+ label=TRUE, label.size=3, label.colour="darkgreen",
+ loadings=TRUE, loadings.colour="blue",
+ loadings.label=TRUE, loadings.label.size=5,
+ loadings.label.colour="blue",
+ main="PCA of US Judge Ratings")
> ## 主成分得点の散布図: 図 (f)
> ggpairs(model$x, columns=1:6) +
+ ggtitle("Scatterplot of PCA result")
> ## (無相関になっていることを確認)

3.4.2 米国のシリアル市場調査
パッケージ MASSの中に含まれるデータ

UScereal – Nutritional and Marketing Information on US Cereals –

を用いて主成分分析を試みる．

Rscript: p-uscereal.r

図 3.2 参照
> ### 主成分分析の例
> ### - Nutritional and Marketing Information on US Cereals
>
> ## パッケージの読み込み
> require(MASS)
> require(tidyverse)
> require(ggfortify)
> require(GGally)
> ## データの読み込み ("MASS::UScereal"を用いる)
> data(UScereal) # データの読み込み
> ## データの内容を確認
> help(UScereal) # 内容の詳細を表示
> ## print(UScereal) # 全データの表示
> head(UScereal,n=5) # 最初の 5個を表示

mfr calories protein fat sodium fibre
100% Bran N 212.1212 12.121212 3.030303 393.9394 30.30303
All-Bran K 212.1212 12.121212 3.030303 787.8788 27.27273
All-Bran with Extra Fiber K 100.0000 8.000000 0.000000 280.0000 28.00000
Apple Cinnamon Cheerios G 146.6667 2.666667 2.666667 240.0000 2.00000
Apple Jacks K 110.0000 2.000000 0.000000 125.0000 1.00000

carbo sugars shelf potassium vitamins
100% Bran 15.15152 18.18182 3 848.48485 enriched
All-Bran 21.21212 15.15151 3 969.69697 enriched
All-Bran with Extra Fiber 16.00000 0.00000 3 660.00000 enriched
Apple Cinnamon Cheerios 14.00000 13.33333 1 93.33333 enriched
Apple Jacks 11.00000 14.00000 2 30.00000 enriched

> tail(UScereal,n=5) # 最後の 5個を表示

mfr calories protein fat sodium fibre carbo
Triples G 146.6667 2.666667 1.333333 333.3333 0.000000 28.00000
Trix G 110.0000 1.000000 1.000000 140.0000 0.000000 13.00000
Wheat Chex R 149.2537 4.477612 1.492537 343.2836 4.477612 25.37313
Wheaties G 100.0000 3.000000 1.000000 200.0000 3.000000 17.00000
Wheaties Honey Gold G 146.6667 2.666667 1.333333 266.6667 1.333333 21.33333

sugars shelf potassium vitamins
Triples 4.000000 3 80.0000 enriched
Trix 12.000000 2 25.0000 enriched
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図 3.2: UScerealデータの主成分分析．
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3 主成分分析

Wheat Chex 4.477612 1 171.6418 enriched
Wheaties 3.000000 1 110.0000 enriched
Wheaties Honey Gold 10.666667 1 80.0000 enriched

> ## 解析に使う変数だけ取り出しデータを整理しておく
> idx <- which(sapply(UScereal,is.numeric)) # 量的変数の indexを取得
> idx <- idx[names(idx)!="shelf"] # "shelf"を取り除く
> ## データの散布図: 図 (a)
> ggscatmat(UScereal, columns=idx, color="mfr", alpha=.8)
> ## ## ggpairsでの例
> ## ggpairs(UScereal, columns=idx, lower=list(mapping=aes(colour=mfr)))
>
> ## 主成分分析 (データの正規化 (scale.=TRUE)による違いを見る)
> model1 <- prcomp(~ ., data=dplyr::select(UScereal,idx), scale.=FALSE)
> model2 <- prcomp(~ ., data=dplyr::select(UScereal,idx), scale.=TRUE)
> ## 寄与率の違いを表示
> summary(model1)

Importance of components:
PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6 PC7

Standard deviation 203.19 98.6927 50.36206 6.82381 2.3718 1.48975 0.94740
Proportion of Variance 0.77 0.1817 0.04731 0.00087 0.0001 0.00004 0.00002
Cumulative Proportion 0.77 0.9517 0.99896 0.99983 0.9999 0.99998 0.99999

PC8
Standard deviation 0.55042
Proportion of Variance 0.00001
Cumulative Proportion 1.00000

> summary(model2)

Importance of components:
PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6 PC7

Standard deviation 2.0595 1.1595 1.0847 0.77916 0.70038 0.32184 0.17080
Proportion of Variance 0.5302 0.1681 0.1471 0.07589 0.06132 0.01295 0.00365
Cumulative Proportion 0.5302 0.6982 0.8453 0.92120 0.98252 0.99547 0.99911

PC8
Standard deviation 0.08427
Proportion of Variance 0.00089
Cumulative Proportion 1.00000

> ## 寄与率 (正規化なし): 図 (b)
> plot(model1, col="lightblue", main="PCA without scaling")
> ## 寄与率 (正規化あり): 図 (c)
> plot(model2, col="lightblue", main="PCA with scaling")
> ## biplotによる表示
> ## 主成分得点 (正規化なし): 図 (d)
> autoplot(model1, data=UScereal,
+ colour="mfr", shape=19, size="calories", alpha=.2,
+ label=TRUE, label.size=4,
+ loadings=TRUE, loadings.colour="blue",
+ loadings.label=TRUE, loadings.label.size=6,
+ loadings.label.colour="blue",
+ main="PCA without scaling")
> ## 主成分得点 (正規化あり): 図 (e)
> autoplot(model2, data=UScereal,
+ colour="mfr", shape=19, size="calories", alpha=.2,
+ label=TRUE, label.size=4,
+ loadings=TRUE, loadings.colour="blue",
+ loadings.label=TRUE, loadings.label.size=6,
+ loadings.label.colour="blue",
+ main="PCA with scaling")
> ## 主成分得点 (中心部拡大): 図 (f)
> autoplot(model2, data=UScereal, colour="mfr", shape=FALSE,
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3.4 解析の事例

+ label=TRUE, label.size=4,
+ xlim=c(-.15,.15), ylim=c(-.15,.15),
+ main="PCA (zoomed)")
> ## ## optionの例
> ## autoplot(model2, data=UScereal,
> ## colour="mfr", shape=19, size="calories",
> ## frame=TRUE, frame.type="norm", label=FALSE,
> ## loadings=TRUE, loadings.colour="blue",
> ## loadings.label=TRUE, loadings.label.size=5,
> ## loadings.label.colour="blue",
> ## main="PCA with oval frames")

3.4.3 生活環境の県別統計
以下ではインターネットで公開されている県別の統計データで主成分分析を行った例を示す．
データの内容は以下の通りである．
「e-stat 政府統計の窓口」の「都道府県・市区町村のすがた」より収集

地域別統計データベースから地域 (各県を指定)と項目 (下記のファイル参照)を
指定し，CSV形式でダウンロードしたものを，若干整形している．

jpamenity.csv: CSV形式のデータファイル
jpamenityitem.csv: 収集項目の略記を並べた CSVファイル

いずれも文字コードは UTF8にそろえてあるので，
環境によっては Shift_JISなどに変換して使用して下さい．

URL: http://www.e-stat.go.jp/SG1/chiiki/Welcome.do

(jpamenity.txt, jpamenity.csv, jpamenityitem.csv)

Rscript: p-jpamenity.r

図 3.3 参照
> ### 主成分分析の例
> ### - 県別の生活環境に関するデータ
>
> ## パッケージの読み込み
> require(MASS)
> require(tidyverse)
> require(ggfortify)
> require(GGally)
> ## データの読み込み ("jpamenity.csv"を用いる)
> raw <- read.csv(file="data/jpamenity.csv") # データの読み込み
> scan(file="data/jpamenity.txt",what=character(),sep=";") # 説明の表示

[1] "「e-stat 政府統計の窓口」の「都道府県・市区町村のすがた」より収集"
[2] "地域別統計データベースから地域 (各県を指定)と項目 (下記のファイル参照)を"
[3] "指定し，CSV形式でダウンロードしたものを，若干整形している．"
[4] "jpamenity.csv:\tCSV形式のデータファイル"
[5] "jpamenityitem.csv:\t収集項目の略記を並べた CSVファイル"
[6] "いずれも文字コードは UTF8にそろえてあるので，"
[7] "環境によっては Shift_JISなどに変換して使用して下さい．"
[8] "URL: http://www.e-stat.go.jp/SG1/chiiki/Welcome.do"

> ## データの整形
> mydata <- raw[-1,-c(1,2)] # 不要な行・列を削除
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3 主成分分析
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図 3.3: 地域別生活環境の主成分分析．
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3.4 解析の事例

> names(mydata) <- names(read.csv("data/jpamenityitem.csv")) # 変数名の略記
> rownames(mydata) <- raw[-1,1] # 各行の名前を県名
> areaname <- c("北海道","東北","関東","中部","近畿","中国","四国","九州")
> area <- rep(areaname,c(1,6,7,9,7,5,4,8))
> ## データの内容を表示
> ## print(mydata) # 全データの表示
> head(mydata) # 最初の 6個を表示

昼夜人口比 年少人口比 老年人口比 人口増減率 粗出生率 粗死亡率 婚姻率
北海道 100.0 11.7 26.0 -0.47 7.09 10.63 4.86
青森県 100.0 12.1 27.0 -0.95 6.79 12.81 4.33
岩手県 99.7 12.4 27.9 -0.84 7.12 12.33 4.32
宮城県 100.2 13.0 22.9 -0.09 8.05 9.51 5.30
秋田県 99.9 11.1 30.7 -1.12 6.16 13.98 3.78
山形県 99.8 12.6 28.3 -0.78 7.13 12.81 4.24

離婚率 高校数.人 高校数.面積 高校進学率 労働人口比.男 労働人口比.女
北海道 2.12 192.6 1.34 40.2 67.9 45.2
青森県 1.78 194.3 2.63 41.2 70.8 48.3
岩手県 1.52 195.1 2.19 41.0 70.4 48.4
宮城県 1.70 146.3 3.18 46.3 68.5 46.0
秋田県 1.41 186.7 1.85 45.0 68.7 45.6
山形県 1.46 178.0 2.24 46.1 70.1 49.3

失業率.男 失業率.女 交通事故 犯罪件数 食料費 住居費 教育費 貯蓄率
北海道 8.0 5.9 274.2 8.98 22.5 5.9 3.6 19.4
青森県 10.6 7.0 386.7 6.12 24.6 5.4 3.5 16.2
岩手県 8.7 5.0 261.6 4.83 24.7 7.1 2.1 19.1
宮城県 9.0 6.1 447.7 8.85 23.7 5.0 4.8 9.5
秋田県 8.6 4.8 266.2 4.12 22.9 7.9 3.2 15.2
山形県 6.9 4.3 614.9 5.54 22.2 6.0 3.8 5.1

趣味.有業.男 趣味.無業.男 趣味.有業.女 趣味.無業.女
北海道 0.47 1.32 0.34 0.46
青森県 0.34 1.14 0.23 0.41
岩手県 0.33 1.00 0.23 0.43
宮城県 0.40 1.05 0.28 0.45
秋田県 0.39 1.16 0.23 0.37
山形県 0.37 1.09 0.25 0.38

> ## tail(mydata) # 最後の 6個を表示
>
> ## データの散布図 (一部項目のみ): 図 (a)
> item <- c(1,7,8,18,19,20)
> ## print(names(mydata)[item])
> ggscatmat(data.frame(mydata,area),
+ columns=item, color="area", alpha=.5) +
+ theme(text=element_text(family="HiraMaruProN-W4"))
> ## ## ggparis を用いる場合 (legendが付かない)
> ## ggpairs(data.frame(mydata,area),
> ## columns=item, mapping=aes(colour=area)) +
> ## theme(text=element_text(family="HiraMaruProN-W4"))
>
> ## 主成分分析
> model <-princomp(mydata,cor=TRUE)
> ## model <-prcomp(mydata,scale.=TRUE) # prcompを使う場合
>
> ## 分析結果を表示
> print(model)

Call:
princomp(x = mydata, cor = TRUE)

Standard deviations:
Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5 Comp.6 Comp.7
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3 主成分分析

2.76386724 2.05166057 1.72330348 1.32976543 1.16358164 1.03477340 1.02274260
Comp.8 Comp.9 Comp.10 Comp.11 Comp.12 Comp.13 Comp.14

0.97644529 0.82985206 0.79616561 0.78991967 0.65143420 0.58498245 0.57759965
Comp.15 Comp.16 Comp.17 Comp.18 Comp.19 Comp.20 Comp.21

0.46204100 0.43435199 0.36263502 0.35150519 0.30380665 0.28055898 0.20111316
Comp.22 Comp.23 Comp.24 Comp.25

0.18309005 0.13863384 0.12099224 0.08250961

25 variables and 47 observations.

> ## 寄与率 (正規化あり): 図 (b)
> plot(model)
> ## 主成分得点 (scale=1) [既定値]: 図 (c)
> autoplot(model, data=mydata, shape=FALSE,
+ label=TRUE, label.family="HiraMaruProN-W4", label.size=3,
+ loadings=TRUE, loadings.colour="blue",
+ loadings.label=TRUE, loadings.label.family="HiraMaruProN-W4",
+ loadings.label.size=4, loadings.label.colour="blue",
+ main="県別の生活環境") +
+ theme(text=element_text(family="HiraMaruProN-W4"))
> ## 中心部の拡大表示: 図 (d)
> autoplot(model, data=mydata, shape=FALSE,
+ xlim=c(-.3,.3), ylim=c(-.3,.3),
+ label=TRUE, label.family="HiraMaruProN-W4", label.size=3,
+ loadings=TRUE, loadings.colour="blue",
+ loadings.label=TRUE, loadings.label.family="HiraMaruProN-W4",
+ loadings.label.size=4, loadings.label.colour="blue",
+ main="県別の生活環境 (中心を拡大)") +
+ theme(text=element_text(family="HiraMaruProN-W4"))
> ## 主成分得点 (scale=0): 図 (e)
> autoplot(model, data=mydata, scale=0, shape=FALSE,
+ label=TRUE, label.family="HiraMaruProN-W4", label.size=3,
+ loadings=TRUE, loadings.colour="blue",
+ loadings.label=TRUE, loadings.label.family="HiraMaruProN-W4",
+ loadings.label.size=4, loadings.label.colour="blue",
+ main="scale=0での表示") +
+ theme(text=element_text(family="HiraMaruProN-W4"))
> ## 主成分得点 (scale=1/2): 図 (f)
> autoplot(model, data=mydata, scale=1/2, shape=FALSE,
+ label=TRUE, label.family="HiraMaruProN-W4", label.size=3,
+ loadings=TRUE, loadings.colour="blue",
+ loadings.label=TRUE, loadings.label.family="HiraMaruProN-W4",
+ loadings.label.size=4, loadings.label.colour="blue",
+ main="scale=1/2での表示") +
+ theme(text=element_text(family="HiraMaruProN-W4"))
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3.5 補遺

3.5 補遺
本稿で取り上げられなかった項目は以下の通りである．

• 確率的主成分分析 (probabilistic PCA)

• カーネル主成分分析 (kernel PCA)

• 正準相関分析 (canonical correlation analysis; CCA)

• 因子分析 (factor analysis; FA) との関係

• 独立成分分析 (independent component analysis; ICA) と
の関係

練習問題
(1) 残差Rの平均が 0となることを示しなさい．

(2) 行列X(−1)に対して

XT
(−1)X(−1)α1 = 0

XT
(−1)X(−1)αk = λkαk (k 6= 1)

が成り立つことを示しなさい．

(3) X の第 k主成分が，XTX の第 k固有ベクトル αk となるこ
とを確かめなさい．

(4) XTXvk = λkvk となることを確かめなさい．

(5) X ′ = GHT がX のばらつきを保持する最適な近似であるこ
とを説明しなさい．
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判別分析 4
4.1 目的と考え方
4.1.1 目的
判別分析 (discriminant analysis)は，多次元の特徴量に与えられ
たクラスラベル (またはカテゴリ; class label, category)を予測す
るための関係式を構成する方法である．以下では特徴量を表す確
率変数をX，クラスを表す確率変数を C とする．特徴量X とし
ては p次元の実数値を考える．2値判別の場合はクラスCとして
2つのラベル (1/0，+1/− 1，a/b，◦/×など)を考える．一方，多
値判別の場合は多数のラベルを対象とした分類を考える．具体的
には，特徴量を入力，クラスを出力とする判別関数を構成し，特
徴量の値から新しいデータがどのクラスに属するかを推測するこ
とになる．判別関数を構成する考え方としては，確率分布に基づ
いて構成する方法と，確率分布を陽に考えず誤判別率などの評価
関数を決めて最適化問題として解く方法があるが，本稿では前者
を扱うことにする．
例 4.1. 年齢ごと (15,20,25,30歳)の身長・体重から，50歳のとき
に心臓病の有無 (◦=“心臓病がない”，×=“心臓病がある”) を調べ
たとする．既知のデータを使って判別関数

(心臓病の有無) = f(年齢ごとの身長・体重)

を作ることによって，新規のデータに対して心臓病の有無を予測
することを考える．

15歳 20歳 25歳 30歳 50歳
身長 体重 身長 体重 身長 体重 身長 体重 心臓病
[cm] [kg] [cm] [kg] [cm] [kg] [cm] [kg]

A 150 41 170 65 170 67 170 72 ◦
B 165 50 166 55 166 55 166 55 ×
C · · · · · · ×
...

...
...

...
Z 160 50 163 60 170 60 170 64 ?

4.1.2 観測データ
取り扱うデータは特徴量とクラスラベルの n組で，i番目のデー
タを (xi, ci) で表すことにする．

特徴量 一般に幾つあってもよい．以下では p 次元とし，xi =
(xi1, xi2, . . . , xip)

T で表す．

クラスラベル データが属するクラスを表す．最も基本的 (単純)
な場合は 2つのクラスを考える (2値判別問題)．2値から多
値への拡張の方法はいろいろあるが，講義では 2値の場合
のみを扱う．
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4 判別分析

4.1.3 確率モデル
クラスによらず特徴量の分布が同じ場合には，特徴量からクラス
を見分けることはできないので，ここでは各クラス毎に，特徴量
が異なる分布に従っていることを仮定する．分布としては様々な
ものが考えられるが，後に述べる線形判別関数と 2次判別関数の
構成を考える際には特徴量の分布として多次元正規分布を仮定し
た計算を行う．
判別の手続きの中では以下の 2つの条件付確率を考える必要が
ある．

• データから各クラスに属する特徴量の確率モデルを推定する．

(クラスで条件付けた特徴量の分布) = P (X = x|C = c)

• 特徴量の値からどのクラスである確率が大きいかを考える．

(特徴量で条件付けたクラスの分布) = P (C = c|X = x)

特徴量の条件付確率 P (X = x|C = c)からクラスの条件付確率
P (C = c|X = x)を求めるためには，次節に詳しく述べるように
Bayesの定理 (公式)を用いる．

4.1.4 事後確率
特徴量が与えられたときに計算されるクラスの条件付確率を事後
確率 (posterior probability)と呼ぶ．
例として以下の単純な場合を考えてみよう．

例 4.2. まず，心臓病になる人の比率を
50歳のときに心臓が良い人 50%

悪い人 50%

と仮定する．これは確率分布として

P (C = ◦) = 1

2
, P (C = ×) =

1

2

と表される．
それぞれのクラスに属するデータから特徴量の条件付確率P (X|C)
を推定する．

心臓が良い人のデータ: x1, . . . ,xm ⇒ P (X|C = ◦)
心臓が悪い人のデータ: x′

1, . . . ,x
′
n ⇒ P (X|C = ×)

判別分析においては，クラスの周辺確率 (特徴量とクラスの同時
確率から特徴量を積分消去して周辺化した確率)を事前確率 (prior
probability)と呼ぶ．これは特徴量が与えられる前に予測できる
クラスの確率である．クラスで条件付けた特徴量の条件付確率
P (X|C)から事後確率 P (C|X)を求めるには以下のようBayesの
定理 (Bayes’ theorem)を用いればよい．
特徴量XとクラスCの同時分布は，クラスの周辺分布 (事前確
率)とクラスで条件付けた特徴量の分布の積で

P (X,C) = P (C)P (X|C)
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4.2 計算法

と表される．これを用いると，特徴量Xが与えられたときのクラ
ス C の確率である事後確率 P (C|X)は Bayesの定理により

P (C|X) =
P (X,C)

P (X)
=

P (X,C)∑
C P (X,C)

=
P (C)P (X|C)∑
C P (C)P (X|C)

で計算される．判別は2つの事後確率の大きさを比べて行えばよい．

例 4.3. 2値判別の問題では 2つの事後確率

P (C = ◦|X = x)

P (C = ×|X = x)

をそれぞれ直接計算する必要はなく，その大小関係を知るには比
のみを計算すればよい．例えば上記の例では事前確率が各クラス
1/2であることを用いれば

P (C = ◦|X = x)

P (C = ×|X = x)
=

P (C = ◦)P (X = x|C = ◦)
P (C = ×)P (X = x|C = ×)

=
P (X = x|C = ◦)
P (X = x|C = ×)

≷ 1,

{
> 1, C = ◦
< 1, C = ×

のように，条件付確率の比と 1の大小関係で判別すれば良い．

より一般には P (C = ◦) 6= P (C = ×) ( 6= 1
2) (◦と×の出現確率

が 50%-50%でない)となるが，この場合には右辺の基準 1を事前
確率の比 (分子分母が逆となるので注意)で置き換えれば良い．す
なわち

P (C = ◦)P (X = x|C = ◦)
P (C = ×)P (X = x|C = ×)

≷ 1

あるいは事前分布を移項して

P (X = x|C = ◦)
P (X = x|C = ×)

≷
P (C = ×)

P (C = ◦)
,

{
>, C = ◦
<, C = ×

とすればよい．例えば P (C = ×) = 2
3 の場合右辺の比の値は 2と

なる．このルールで ◦と判定されるのは，◦で条件付けた確率が
×より 2倍以上大きい場合だけなので，◦と判定され難くなるこ
とがわかる．

4.2 計算法
以下では，線形判別および 2次判別の考え方を扱う．まずは特徴
量Xが 1次元で，各クラスで条件付けた分布が正規分布となる場
合を想定し，具体的な判別ルールを構成する．その後，多次元の
場合を考えることにする．

4.2.1 等しい分散を持つ 1次元正規分布の場合
特徴量Xが 1次元正規分布に従っているとする．1次元の特徴量
の例としては，例えば前節の例のデータのうち 30歳のときの身長
と体重に着目して BMI (Body Mass Index)を計算し，これを特
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4 判別分析

徴量Xとして心臓病の有無の判別するといった場合を考えること
ができる．さらにこの 1次元の特徴量が正規分布に従っていると
仮定できる場合には，判別ルールは以下のように具体的に書き下
すことができる．
2つのクラス (0/1, +1/−1, c1/c2等何でもよいが，ここでは視
覚的に区別しやすい ◦/×で表す) で条件付けたそれぞれの特徴量
が，分散は同じであるが平均が異なる正規分布 (密度関数)

P (X = x|C = ◦) = 1√
2πσ2

exp
(
−(x− µ1)

2

2σ2

)
P (X = x|C = ×) =

1√
2πσ2

exp
(
−(x− µ2)

2

2σ2

)
に従っているとする．事前確率が P (C = ◦) = P (C = ×)となる
場合には，特徴量X = xに対する事後確率の比は特徴量の条件付
確率の比R(x)

R(x) =
P (X = x|C = ◦)
P (X = x|C = ×)

= exp
(
− 1

2σ2

{
(x− µ1)

2 − (x− µ2)
2
})

= exp
(

1

2σ2

{
2x(µ1 − µ2)− (µ2

1 − µ2
2)
})

となるので，R(x)が 1より大きいか小さいか調べることによっ
て判別を行うことができる．ここでさらに F (x) = logR(x)とす
ると

R(x)

{
> 1, C = ◦
< 1, C = ×

⇔ F (x)

{
> 0, C = ◦
< 0, C = ×

となるので，F (x)の正負で判別を行うことができる．このとき

F (x) =
1

2σ2

{
2x(µ1 − µ2)− (µ2

1 − µ2
2)
}

=
µ1 − µ2

σ2

(
x− µ1 + µ2

2

)
であるから，µ1 − µ2 > 0のときには

F̃ (x) = x− µ1 + µ2

2
≷ 0,

{
> 0, C = ◦
< 0, C = ×

µ1 − µ2 < 0のときには

F̃ (x) = x− µ1 + µ2

2
≶ 0,

{
< 0, C = ◦
> 0, C = ×

によって判定すればよいことがわかる．
この判別ルールは xに関する 1次 (線形)式で表されるので線形
判別分析 (linear discriminant analysis)と呼ばれ，関数F (x)ある
いは F̃ (x)を線形判別関数 (linear discriminant function)という．
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4.2 計算法

一方 P (C = ◦) 6= P (C = ×)の場合には

P (C = ◦)
P (C = ×)

R(x) ≷ 1 ⇔ F (x) ≷ log P (C = ×)

P (C = ◦)
= − log P (C = ◦)

P (C = ×)

となるので，

log P (C = ◦)
P (C = ×)

= γ

とおいて

F (x) =
µ1 − µ2

σ2

(
x− µ1 + µ2

2

)
+ γ

あるいは

F̃ (x) = x− µ1 + µ2

2
+

σ2

µ1 − µ2
γ

を判別関数として判定すればよい．右辺の γを含んだ項は，◦と
×の出現頻度の偏りに応じて ◦が多ければ ◦と判定しやすく，×
が多ければ×と判定しやすくなるようなバイアスとして働く．

4.2.2 異なる分散を持つ 1次元正規分布の場合
2つのクラスが平均・分散ともに異なる正規分布

P (X = x|C = ◦) = 1√
2πσ2

1

exp
(
−(x− µ1)

2

2σ2
1

)
P (X = x|C = ×) =

1√
2πσ2

2

exp
(
−(x− µ2)

2

2σ2
2

)

に従う場合にも同様に計算できる．P (C = ◦) = P (C = ×)のと
き条件付確率の比R(x)は

R(x) =
σ2
σ1

exp
(
−(x− µ1)

2

2σ2
1

+
(x− µ2)

2

2σ2
2

)
=

σ2
σ1

exp
(
−1

2

(
x− µ1

σ1
+

x− µ2

σ2

)(
x− µ1

σ1
− x− µ2

σ2

))
となる．判別関数はこれの対数を取ることにより得られ

F (x) = logR(x)

= log σ2
σ1

− 1

2

{
(x− µ1)

2

σ2
1

− (x− µ2)
2

σ2
2

}
となるので，xに関する2次式となる．これを2次判別関数 (quadratic
discriminant function)と呼ぶ．なお事前分布に偏りがある場合は
線形判別と同様にバイアス γを加えればよい．
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4 判別分析

4.2.3 等しい分散を持つ多次元正規分布の場合
X が p次元の変量の場合には多次元の分布を考える必要がある．
多次元正規分布の密度関数は

p(x) =
1√

(2π)p detΣ
exp

(
−1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)
と書くことができる．ただしΣはXの分散共分散行列で p× pの
対称行列である．
ここで，クラス C = ◦および C = ×で条件付けた特徴量X の
分布が，ともに分散 Σで，平均がそれぞれ µ1, µ2 の多次元正規
分布に従っているとする．計算はやや繁雑になるが，前節と同様
にして判別関数は

F (x) = aTx+ b

という形になることがわかる．ここで aは共通の分散共分散行列
Σと各クラスの平均ベクトル µ1,µ2 で決まるベクトルであり，b
は分散行列，平均値，および事前確率で決まるスカラーである．練習問題 (1)

4.2.4 異なる分散を持つ多次元正規分布の場合
クラスC = ◦およびC = ×で条件付けた特徴量Xの分布がそれ
ぞれ平均 µ1, µ2，分散 Σ1, Σ2 の多次元正規分布に従っていると
する．判別関数は

F (x) = (xの 2次形式) + (定数)

という形になる．練習問題 (2)

4.3 分析の評価
4.3.1 誤り率
判別の良さを測る最も単純な基準は誤り率 (error rate)で，

(誤り率) =
(誤って判別されたデータ数)

(全データ数)

で定義される．
2値判別問題の場合，誤り率はその誤り方によって更に詳細に
分けて考えることができる．判別したいラベル (例えば「病気で
あること」)を陽性 (positive)とし，以下の 4つを考える．

• 正しく陽性と判定: 真陽性 (true positive; TP)

• 誤って陽性と判定: 偽陽性 (false positive; FP) (第 I種過誤)

• 誤って陰性と判定: 偽陰性 (false negative; FN) (第 II種
過誤)

• 正しく陰性と判定: 真陰性 (true negative; TN)
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4.3 分析の評価

偽陽性および偽陰性は検定で広く用いられる第 I種過誤と第 II種
過誤に相当する．また，判別分析の結果を評価するに，上記の分
類でデータ数を以下のように並べた正誤表

真値
陽性 陰性

予測値 陽性 真陽性 (true positive) 偽陽性 (false positive)

陰性 偽陰性 (false negative) 真陰性 (true negative)

が用いられる．パターン認識や機械学習の分野では，これの転置
にあたる表

予測値
陽性 陰性

真値 陽性 真陽性 (true positive) 偽陰性 (false negative)

陰性 偽陽性 (false positive) 真陰性 (true negative)

が用いられることが多く，これを混同行列 (confusion matrix)ま
たは誤差行列 (error matrix)という．
これらの数を元に判別の評価基準はいろいろ定義されているが，
基本的な量としては以下のものが良く用いられる．

(真陽性率) =
TP

TP + FN
(true positive rate)

(真陰性率) =
TN

FP + TN
(true negative rate)

(適合率) =
TP

TP + FP
(precision)

(正答率) =
TP + TN

TP + FP + TN + FN
(accuracy)

なお真陽性率は感度 (sensitivity) あるいは再現率 (recall)，真陰
性率は特異度 (specificity)，正答率は精度とも呼ばれ，分野によっ
て名称が異なる場合があるので注意すること．
また最近では再現率 (真陽性率)と適合率の調和平均を用いた

F-値 (F-measure, F-score)

F1 =
2

1/(再現率) + 1/(適合率)
=

2TP

2TP + FP + FN
(調和平均)

Fβ =
β2 + 1

β2/(真陽性率) + 1/(適合率)
(重み付き調和平均)

や，Matthews correlation coefficient (MCC)

MCC =
TP × TN − FP × FN√

(TP + FP )(TP + FN)(TN + FP )(TN + FN)

も用いられる． 練習問題 (3)
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4 判別分析

4.3.2 訓練誤差と予測誤差
判別関数は通常有限個の既知のデータを用いて構成するが，この既
知のデータに対する誤り率を訓練誤差 (training error)，未知のデー
タを用いて求めた誤り率を予測誤差または汎化誤差 (predictive
error, generalization error)と呼んで区別することがある．
判別関数を構成するために用いた有限個のデータによって計算
された訓練誤差は真の誤り率より良くなることが多い．これは，
特定の既知データの判別に特化している可能性があるためであり，
これを過適応 (over-fitting)あるいは過学習 (over-training)と言
う．実際のデータ解析においては未知データに対する判別性能が
重要であるから，予測誤差を用いて評価すべきである．
一般に予測誤差を評価するためには，判別関数を構成するための
訓練データ (training data)とは別に，予測精度を評価するための
試験データ (test data)が必要となる．このため，収集したデータ
を判別関数の推定と精度評価のための訓練データと試験データに
分割して用いることがある．しかしながら，取得できるデータ数に
限りがある場合は，データの分割の仕方に依存して予測誤差の評価
が大きく変わってしまうことがある．こうしたデータ分割の偏りに
よる精度評価の偏りを避ける方法として交叉検証法 (交差と書く
こともある; cross-validation; CV)がある．交叉検証法ではまず n
個のデータを kブロックにランダムに分割する．第 iブロックを除
いた k−1ブロックのデータで判別関数を推定し，除いておいた第
iブロックのデータで予測誤差を評価する．これを i = 1, . . . , kで
繰り返し，k個の予測誤差を得た上で，その平均や分散などの集約
統計量を用いて予測誤差を評価する．推定からは除き，予測誤差の
評価に用いるデータを検証データ (validation data)と呼び，k分
割するこの方法を k-重交叉検証法 (k-fold cross-validation; k-vold
CV)と言う．この特殊な形として k = nとしたものがあり，これ
を leave-one-out法 (leave-one-out cross-validation; LOO-CV)と
言う．

4.3.3 ROC曲線
判別問題では事前確率に大きな偏りを持つものを扱う場合が多く，
この場合単純な誤り率だけでは評価が不十分なことがある．例えば
ある心臓病の発生確率が 0.1%だとしよう．どんなデータに対して
も「心臓病でない」と判定すればこの判別の誤り率は 0.001(0.1%)
ということになる．さらにこうした問題では，心臓病である人を
心臓病でないと誤ることによる損失は，心臓病でない人を心臓病
であると誤ることによる損失に比べて著しく大きく，両者を同列
で比較することは好ましくない．事前確率の偏りは，理論的には
その比率によって補正されているが，これは誤りの損失までも考
慮したものになっていない．
こうした問題における判別ルールの良さ，あるいは判別の難しさ
を測る基準の一つとして受信者動作特性曲線 (receiver operating
characteristic curve; ROC curve)がある．線形判別，2次判別を
はじめとして，2値判別ルールは

F (x)− c

{
> 0, C = ◦
< 0, C = ×
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4.3 分析の評価

と書けるものが多い．一般に cは特徴量の分布の母数や事前分布
などから適切なものが与えられるが，cを自由に動かした上で次
の二つの量を考える．

TPR(c) = (C = ◦を正しく判別した比率)

FPR(c) = (C = ×を誤って判別した比率)

ここで TPRは真陽性率 (true positive rate)，FPRは偽陽性率
(false positive rate)である．また，定義から陽性率も偽陽性率も
クラス事前分布によらないことに注意する．可能な範囲で cを動
かし，FPR(c)を x座標，TPR(c)を y座標として描かれる曲線が
ROC曲線となる．
簡単な場合として同じ分散を持つ 2つのクラス条件付正規分布
を考える．2つの分布が同じ平均を持ち，全く重なっている場合に
は cによらず TPR(c) = FPR(c)となるので，ROC曲線は (0, 0)
と (1, 1)を結ぶ直線となる．一方 2つの平均が大きく隔っている
場合には，TPR(c) > 0となる cではほぼ FPR(c) = 0が成り立
ち，逆に FPR(c) > 0となる cではTPR(c) = 1が成り立つので，
ROC曲線は (0, 0), (0, 1), (1, 1)を順に結んだ折れ線となる．一般
にROC曲線は (0, 0)と (1, 1)を結ぶ右肩上りの曲線となるが，こ
の曲線と x軸で囲まれた面積が広いほど良い判別を行うことがで
きると考えられる．この面積のことをAUC (area under the ROC
curve)という．
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4 判別分析

4.4 解析の事例
Rには判別分析を行うために線形判別のための関数 lda( )と，2次判別のための関数 qda( )が
用意されている．また，新たなデータのラベルを予測するためには関数 predict( ) (実体は関数
predict.lda( )と関数 predict.qda( )の 2つ) が用意されている．

4.4.1 2値線形判別の例
線形判別分析を行うにはパッケージ MASSに含まれる関数 lda( )を用いる．基本的な使い方とし
ては，特徴量とクラスラベルを別々に渡して計算する方法と，モデル式とデータフレームを渡して
計算する方法がある．
ここでは乳癌の生検データを集めたデータセット biopsyを用いて 2値線形判別を説明する．

Rscript: d-biopsy.r

図 4.1 参照
> ### 線形判別分析 (2値判別)の例
> ### - Biopsy Data on Breast Cancer Patients
>
> ## データの読み込み ("MASS::biopsy"を用いる)
> require(MASS) # パッケージの読み込み (lda/biopsy)
> require(tidyverse)
> require(ggfortify)
> require(GGally)
> require(plotROC)
> ## データの内容を表示
> help(biopsy) # 内容の詳細を表示
> ## print(biopsy) # データの表示
> head(biopsy) # 最初の 6個を表示

ID V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8 V9 class
1 1000025 5 1 1 1 2 1 3 1 1 benign
2 1002945 5 4 4 5 7 10 3 2 1 benign
3 1015425 3 1 1 1 2 2 3 1 1 benign
4 1016277 6 8 8 1 3 4 3 7 1 benign
5 1017023 4 1 1 3 2 1 3 1 1 benign
6 1017122 8 10 10 8 7 10 9 7 1 malignant

> tail(biopsy) # 最後の 6個を表示

ID V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8 V9 class
694 763235 3 1 1 1 2 1 2 1 2 benign
695 776715 3 1 1 1 3 2 1 1 1 benign
696 841769 2 1 1 1 2 1 1 1 1 benign
697 888820 5 10 10 3 7 3 8 10 2 malignant
698 897471 4 8 6 4 3 4 10 6 1 malignant
699 897471 4 8 8 5 4 5 10 4 1 malignant

> ## データの散布図: 図 (a)
> mydata <- na.omit(biopsy)[-1] # NA，および患者の IDを除く
> ggpairs(mydata, lower=list(mapping=aes(colour=class)))
> ## ## ggscatmat でも似たことはできるが数値データの散布図のみ
> ## ggscatmat(mydata, color="class", alpha=.8) # colour ではない
>
> ## 主成分分析による 2次元表示: 図 (b)
> autoplot(prcomp(mydata[-10]), data=mydata, colour="class") +
+ theme(legend.position=c(.9,.9))
> ## 判別分析 (ランダムに選んだ 300個のサンプルで分析)
> ## set.seed(1234) # 実験の再現性を求める場合
> idx <- sample(nrow(mydata),300)
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図 4.1: biopsyデータの 2値線形判別．
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> train <- mydata[idx,] # 学習に用いるデータを選択
> model <- lda(class ~ .,data=train)
> print(model) # モデルの概要を表示

Call:
lda(class ~ ., data = train)

Prior probabilities of groups:
benign malignant

0.6466667 0.3533333

Group means:
V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7

benign 2.938144 1.340206 1.448454 1.355670 2.087629 1.355670 2.159794
malignant 7.084906 6.575472 6.481132 5.584906 5.122642 7.707547 5.773585

V8 V9
benign 1.247423 1.087629
malignant 5.783019 2.849057

Coefficients of linear discriminants:
LD1

V1 0.19151383
V2 0.15320289
V3 0.09920834
V4 0.08130145
V5 0.05708185
V6 0.26719208
V7 0.04847164
V8 0.03192340
V9 0.04964775

> ## 線形判別関数の値の分布をクラス毎に表示
> predict.tr <- predict(model) # 学習データの予測
> res.tr <- data.frame(x=as.vector(predict.tr$x), # 学習データの評価用
+ class=train$class,
+ d=c(benign=0,malignant=1)[train$class])
> ## 判別関数の値の分布 (学習データ): 図 (c)
> ggplot(res.tr, aes(x)) + xlim(-3,8) + # 値の範囲を指定
+ geom_histogram(aes(fill=class)) +
+ facet_grid(class ~ .) + theme(legend.position="none")
> ## AUC (学習データ): 図 (d)
> gg <- ggplot(res.tr, aes(m=x, d=d)) + geom_roc(colour="red")
> gg + annotate("text", x=.9, y=.1,
+ label=paste("AUC =", round(calc_auc(gg)$AUC,3)))
> ## 上記の結果を用いて残りのサンプルを予測
> test <- mydata[-idx,] # 予測対象のデータを選択
> predict.te <- predict(model,newdata=test[,-10])
> table(true=test$class,est=predict.te$class) # 判別結果を表示

est
true benign malignant
benign 247 3
malignant 12 121

> ## 線形判別関数の値の分布をクラス毎に表示
> res.te <- data.frame(x=as.vector(predict.te$x), # 試験データの評価用
+ class=test$class,
+ d=c(benign=0,malignant=1)[test$class])
> ## 判別関数の値の分布 (試験データ): 図 (e)
> ggplot(res.te, aes(x)) + xlim(-3,8) + # 値の範囲を指定
+ geom_histogram(aes(fill=class)) +
+ facet_grid(class ~ .) + theme(legend.position="none")
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> ## AUC (試験データ): 図 (f)
> gg <- ggplot(res.te, aes(m=x, d=d)) + geom_roc(colour="red")
> gg + annotate("text", x=.9, y=.1,
+ label=paste("AUC =", round(calc_auc(gg)$AUC,3)))

4.4.2 多値判別の例
以下ではデータセット irisを用いて，多値の判別分析の方法を説明する．

Rscript: d-iris.r

図 4.2 参照
> ### 多値判別分析の例
> ### - Edgar Anderson's Iris Data
>
> ## パッケージの読み込み (lda/qda)
> require(MASS)
> require(tidyverse)
> require(ggfortify)
> require(GGally)
> ## データの読み込み ("datasets::iris"を用いる)
> data(iris) # データセットの読み込み
> ## データの内容を確認
> help(iris) # 内容の詳細を表示
> str(iris) # データの構造を表示

'data.frame': 150 obs. of 5 variables:
$ Sepal.Length: num 5.1 4.9 4.7 4.6 5 5.4 4.6 5 4.4 4.9 ...
$ Sepal.Width : num 3.5 3 3.2 3.1 3.6 3.9 3.4 3.4 2.9 3.1 ...
$ Petal.Length: num 1.4 1.4 1.3 1.5 1.4 1.7 1.4 1.5 1.4 1.5 ...
$ Petal.Width : num 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0.4 0.3 0.2 0.2 0.1 ...
$ Species : Factor w/ 3 levels "setosa","versicolor",..: 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ...

> ## print(iris) # 全データの表示
> head(iris) # データの最初を表示

Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width Species
1 5.1 3.5 1.4 0.2 setosa
2 4.9 3.0 1.4 0.2 setosa
3 4.7 3.2 1.3 0.2 setosa
4 4.6 3.1 1.5 0.2 setosa
5 5.0 3.6 1.4 0.2 setosa
6 5.4 3.9 1.7 0.4 setosa

> tail(iris) # データの最後を表示

Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width Species
145 6.7 3.3 5.7 2.5 virginica
146 6.7 3.0 5.2 2.3 virginica
147 6.3 2.5 5.0 1.9 virginica
148 6.5 3.0 5.2 2.0 virginica
149 6.2 3.4 5.4 2.3 virginica
150 5.9 3.0 5.1 1.8 virginica

> ## データの散布図: 図 (a)
> ggpairs(iris, columns=1:4, mapping=aes(colour=Species, alpha=.5)) +
+ labs(title="Edgar Anderson's Iris Data")
> ## 3D表示 (Sepal.Widthを除く): 図 (b)
> require(lattice)
> cloud(Sepal.Length ~ Petal.Length * Petal.Width,
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+ data=iris,　 groups=Species, screen=list(z=30, x=-60),
+ main="Edgar Anderson's Iris Data")
> ## cloud(Sepal.Length ~ Petal.Length * Petal.Width | Species,
> ## data=iris, screen=list(x=-90, y=70), distance=.4, zoom=.6)
>
> ## 特徴量とカテゴリによる線形判別関数の構成
> model <- lda(Species ~ ., data=iris)
> print(model) # 結果を表示

Call:
lda(Species ~ ., data = iris)

Prior probabilities of groups:
setosa versicolor virginica

0.3333333 0.3333333 0.3333333

Group means:
Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width

setosa 5.006 3.428 1.462 0.246
versicolor 5.936 2.770 4.260 1.326
virginica 6.588 2.974 5.552 2.026

Coefficients of linear discriminants:
LD1 LD2

Sepal.Length 0.8293776 0.02410215
Sepal.Width 1.5344731 2.16452123
Petal.Length -2.2012117 -0.93192121
Petal.Width -2.8104603 2.83918785

Proportion of trace:
LD1 LD2

0.9912 0.0088

> ## 判別得点の散布図: 図 (c)
> ### 参考 https://www.r-bloggers.com/computing-and-visualizing-lda-in-r/
> mydata <- data.frame(iris,
+ lda=predict(model, newdata=iris)$x)
> prop <- model$svd^2/sum(model$svd^2) # 判別の寄与率の計算
> ggplot(mydata) +
+ geom_point(aes(lda.LD1,lda.LD2,colour=Species)) +
+ labs(x=paste0("LD1 (", round(prop[1]*100,2),"%)"),
+ y=paste0("LD1 (", round(prop[2]*100,2),"%)")) +
+ theme(legend.position="top")
> ## 主成分得点の散布図: 図 (d)
> autoplot(prcomp(~ . -Species, data=iris, scale.=TRUE),
+ data=iris, colour="Species") +
+ theme(legend.position="top")
> ## 訓練データと試験データによる線形判別の評価
> ## set.seed(1234) # 実験の再現性を求める場合
> idx <- sample(1:150,75) # 訓練用データの番号をランダムに選ぶ
> with(iris,table(Species[idx])) # 各種が何個ずつ選ばれたか表示

setosa versicolor virginica
22 29 24

> ## 線形判別式の作成
> model1 <- lda(Species ~ ., data=iris, subset=idx,
+ prior=c(1/3,1/3,1/3))
> ## print(model1) # 結果を表示
> ## ## データの分布をそのまま使う場合は priorを指定しない
> ## model1 <- lda(Species ~ ., data=iris, subset=idx)
> ## ## モデルの更新を行う場合は updateを使う (例: Petal.Length を除く)
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> ## model1 <- update(model1, . ~ . - Petal.Length)
>
> ## 線形判別による予測
> true <- iris[-idx,5]
> predict1 <- predict(model1, newdata=iris[-idx,-5])
> table(true,predict=predict1$class) # 真のクラスラベルと予測結果の比較

predict
true setosa versicolor virginica
setosa 28 0 0
versicolor 0 21 0
virginica 0 1 25

> if(length(true!=predict1$class)>0) {# 誤ったデータがある場合
+ which(true!=predict1$class) # 番号を表示
+ predict1$posterior[true!=predict1$class,] # 事後確率を表示
+ }

setosa versicolor virginica
1.195732e-22 8.026700e-01 1.973300e-01

> ## 線形判別の事後確率: 図 (e)
> cloud(setosa ~ versicolor * virginica,
+ data=data.frame(predict1$posterior),
+ groups=true)
> ## 訓練データと試験データによる 2次判別の評価
> ## 2次判別式の作成
> model2 <- qda(Species ~ ., data=iris, subset=idx,
+ prior=c(1/3,1/3,1/3))
> ## print(model2) # 結果を表示
>
> ## 2次判別による予測
> predict2 <- predict(model2, newdata=iris[-idx,-5])
> table(true,predict=predict2$class) # 真のクラスラベルと予測結果の比較

predict
true setosa versicolor virginica
setosa 28 0 0
versicolor 0 21 0
virginica 0 2 24

> if(length(true!=predict2$class)>0) {# 誤ったデータがある場合
+ which(true!=predict2$class) # 番号を表示
+ predict2$posterior[true!=predict2$class,] # 事後確率を表示
+ }

setosa versicolor virginica
132 5.671875e-257 0.7863302 0.2136698
134 7.837035e-142 0.8345640 0.1654360

> ## 2次判別の事後確率: 図 (f)
> cloud(setosa ~ versicolor * virginica, # 事後確率を図示
+ data=data.frame(predict2$posterior),
+ groups=true)

4.4.3 企業年度別利益データによる例

以下では，インターネットで公開されている企業別の利益データを収集したものを用いて判別分
析を行った例を示す．
データの内容は以下の通りである．
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4.4 解析の事例

株度 (kabudo.org) より収集

2007-2012年の各年度における経常利益トップ 500社から
6年間に渡って現れる企業 (144社)のみ整理して作成した．
企業 code + 連結/個別で整理して重複したデータがあったもの
(このサイトの情報の収集ミスかもしれない)は値の低いデータを取り，
また連結と個別の情報があるものは個別を用いることとした．

company.csv: CSV形式の元データ

いずれも文字コードは UTF8にそろえてあるので，
環境によっては Shift_JISなどに変換して使用して下さい．

URL: http://kabudo.org/ranking/

(jpcompany.txt, jpcompany.csv)

Rscript: d-jpcompany.r

図 4.3 参照
> ### 判別分析の例
> ### - 企業別の利益データ (2007-2012年度)
>
> ## データの読み込み ("jpcompany.csv"を用いる)
> raw <- read.csv(file="data/jpcompany.csv",row.names=1) # データの読み込み
> scan(file="data/jpcompany.txt",what=character(),sep=";") # 説明の表示

[1] "株度 (kabudo.org) より収集"
[2] "2007-2012年の各年度における経常利益トップ 500社から"
[3] "6年間に渡って現れる企業 (144社)のみ整理して作成した．"
[4] "企業 code + 連結/個別で整理して重複したデータがあったもの"
[5] "(このサイトの情報の収集ミスかもしれない)は値の低いデータを取り，"
[6] "また連結と個別の情報があるものは個別を用いることとした．"
[7] "company.csv:\tCSV形式の元データ"
[8] "いずれも文字コードは UTF8にそろえてあるので，"
[9] "環境によっては Shift_JISなどに変換して使用して下さい．"
[10] "URL: http://kabudo.org/ranking/"

> ## データの内容を表示
> ## print(raw) # 全データの表示
> head(raw,n=3) # 最初の 3個を表示

コード 企業名 業種 連.個 売上高.2007
1605連結 1605 国際石油開発帝石株式会社 鉱業 連結 1.202965e+12
1878個別 1878 大東建託株式会社 建設業 個別 5.115430e+11
1925個別 1925 大和ハウス工業株式会社 建設業 個別 1.157660e+12

営業利益.2007 経常利益.2007 純利益.2007 売上高.2008 営業利益.2008
1605連結 7.14211e+11 6.85799e+11 1.73245e+11 1.076164e+12 6.63266e+11
1878個別 5.07610e+10 5.40920e+10 3.04650e+10 5.143720e+11 6.26190e+10
1925個別 6.32450e+10 4.99590e+10 7.44600e+09 1.152431e+12 4.75030e+10

経常利益.2008 純利益.2008 売上高.2009 営業利益.2009 経常利益.2009
1605連結 6.16166e+11 1.45062e+11 8.404270e+11 4.61667e+11 4.42027e+11
1878個別 6.62640e+10 3.64180e+10 4.845690e+11 6.51940e+10 7.80410e+10
1925個別 2.83200e+10 5.57800e+09 1.034834e+12 3.87820e+10 3.90450e+10

純利益.2009 売上高.2010 営業利益.2010 経常利益.2010 純利益.2010
1605連結 1.0721e+11 9.430800e+11 5.29742e+11 5.08587e+11 1.28699e+11
1878個別 4.8991e+10 4.602300e+11 6.15320e+10 6.67070e+10 3.78150e+10
1925個別 1.2969e+10 1.058103e+12 5.84580e+10 5.78170e+10 1.27130e+10

売上高.2011 営業利益.2011 経常利益.2011 純利益.2011 売上高.2012
1605連結 1.186731e+12 7.09357e+11 7.67038e+11 1.9400e+11 1.216533e+12
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図 4.3: 企業年度別利益率データを用いた利益の増減の判別．
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4.4 解析の事例

1878個別 4.915990e+11 5.81250e+10 6.14690e+10 3.4119e+10 5.084040e+11
1925個別 1.116665e+12 6.48400e+10 6.50810e+10 1.8077e+10 1.238811e+12

営業利益.2012 経常利益.2012 純利益.2012
1605連結 6.93447e+11 7.18146e+11 1.82961e+11
1878個別 5.27170e+10 5.70290e+10 3.45560e+10
1925個別 8.02730e+10 1.02921e+11 4.89510e+10

> ## tail(raw,n=3) # 最後の 3個を表示
>
> ## 判別分析のためにデータを整形
> ## class: 2011年から 2012年に掛けて営業利益が増収 (pos)/減収 (neg)
> ## 特徴量: 売上高に占める各利益の割合
> mydata <- data.frame(class=ifelse(raw[,26]-raw[,22]>0,"pos","neg"))
> for (k in 1:5){
+ mydata <- data.frame(mydata,raw[,(4*k+1)+(1:3)]/raw[,4*k+1])
+ }
> names(mydata)[2:ncol(mydata)] <- # 特徴量の名前
+ paste(rep(c("営業利益率","経常利益率","純利益率"),5),
+ rep((1:5)+2006,each=3),sep=".")
> rownames(mydata) <- raw[,2] # 各社の名前
> mydata <- na.exclude(mydata) # 欠損 (NA)の除去
> head(mydata,n=3) # 最初の 3個を表示

class 営業利益率.2007 経常利益率.2007 純利益率.2007
国際石油開発帝石株式会社 neg 0.59370888 0.57009057 0.14401500
大東建託株式会社 neg 0.09923115 0.10574282 0.05955511
大和ハウス工業株式会社 pos 0.05463176 0.04315516 0.00643194

営業利益率.2008 経常利益率.2008 純利益率.2008
国際石油開発帝石株式会社 0.61632428 0.57255771 0.134795440
大東建託株式会社 0.12173874 0.12882505 0.070800899
大和ハウス工業株式会社 0.04121982 0.02457414 0.004840203

営業利益率.2009 経常利益率.2009 純利益率.2009
国際石油開発帝石株式会社 0.54932433 0.52595526 0.12756611
大東建託株式会社 0.13454018 0.16105240 0.10110222
大和ハウス工業株式会社 0.03747654 0.03773069 0.01253244

営業利益率.2010 経常利益率.2010 純利益率.2010
国際石油開発帝石株式会社 0.56171481 0.53928299 0.13646668
大東建託株式会社 0.13369837 0.14494275 0.08216544
大和ハウス工業株式会社 0.05524793 0.05464213 0.01201490

営業利益率.2011 経常利益率.2011 純利益率.2011
国際石油開発帝石株式会社 0.59774035 0.64634530 0.16347428
大東建託株式会社 0.11823661 0.12503890 0.06940413
大和ハウス工業株式会社 0.05806576 0.05828158 0.01618838

> ## データの一部とラベルの関係を図示
> item <- c(1,5,8,11,14)
> ## print(names(mydata)[item]) # 項目名の表示
> ## データの散布図: 図 (a)
> ggpairs(mydata,
+ columns=item, mapping=aes(colour=class)) +
+ theme(text=element_text(family="HiraMaruProN-W4"))
> ## ## ggscatmat を用いる場合 (class以外が表示される)
> ## ggscatmat(mydata,
> ## columns=item, color="class", alpha=.5) +
> ## theme(text=element_text(family="HiraMaruProN-W4"))
>
> ## データ全体で判別式を作成
> model <- lda(class ~ ., data=mydata)
> table(true=mydata$class,predict=predict(model)$class)

predict
true neg pos
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4 判別分析

neg 16 41
pos 8 70

> ## 線形判別関数の値の分布をクラス毎に表示
> predict.tr <- predict(model)
> res.tr <- data.frame(x=as.vector(predict.tr$x),
+ class=mydata$class,
+ d=c(neg=0,pos=1)[mydata$class])
> ## 判別関数の値の分布: 図 (b)
> ggplot(res.tr, aes(x)) +
+ geom_histogram(aes(fill=class)) +
+ facet_grid(class ~ .) + theme(legend.position="none")
> ## 全体を用いると判別があまり良好でないので
> ## 2011年の経常利益率で層別に調べてみる
> ## (業種別に調べると良いかもしれないが各業種のデータが少ない)
> conditions <- c("経常利益率.2011<0.05",
+ "経常利益率.2011>0.05&経常利益率.2011<0.1",
+ "経常利益率.2011>0.1&経常利益率.2011<0.2",
+ "経常利益率.2011>0.2")
> for(i in 1:4){
+ subdata <- subset(mydata, subset=eval(parse(text=conditions[i])))
+ submodel <- lda(class ~ ., data=subdata)
+ tbl <- table(true=subdata$class,predict=predict(submodel)$class)
+ print(conditions[i])
+ print(tbl)
+ ## 線形判別関数の値の分布をクラス毎に表示
+ predict.tr <- predict(submodel)
+ res.tr <- data.frame(x=as.vector(predict.tr$x),
+ class=subdata$class,
+ d=c(neg=0,pos=1)[subdata$class])
+ ## 層別の判別関数の値の分布: 図 (c)-(f)
+ gg <- ggplot(res.tr, aes(x)) +
+ geom_histogram(aes(fill=class)) +
+ facet_grid(class ~ .) +
+ theme(text=element_text(family="HiraMaruProN-W4"),
+ legend.position="none") +
+ labs(title=conditions[i])
+ print(gg)
+ }

[1] "経常利益率.2011<0.05"
predict

true neg pos
neg 8 2
pos 2 14

[1] "経常利益率.2011>0.05&経常利益率.2011<0.1"
predict

true neg pos
neg 13 5
pos 4 19

[1] "経常利益率.2011>0.1&経常利益率.2011<0.2"
predict

true neg pos
neg 12 3
pos 2 24

[1] "経常利益率.2011>0.2"
predict

true neg pos
neg 13 1
pos 1 12
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4.5 補遺

4.5 補遺
本稿では判別分析の中で基本的な線形判別と 2次判別を取り上げ
たが，これ以外にまだ書き切れていない項目には以下ようなもの
がある．

• Fisherの判別分析の基本的な考え方

• ロジスティック回帰による判別

• プロビット回帰による判別

• Support Vector Machine

• Jacknife, Bootstrap, Cross-Validation などのリサンプリン
グによる判別性能の評価

練習問題
(1) クラスで条件付けた特徴量の分布が，等しい分散を持つ多次
元正規分布の場合の判別関数の具体的な形を求めよ．

(2) クラスで条件付けた特徴量の分布が，異なる分散を持つ多次
元正規分布の場合の判別関数の具体的な形を求めよ．

(3) F-値やMCCが評価しようとしている判別方法の特性を，具
体的な例 (どのような場合にこれらの値は高くなり，どのよう
な場合に低くなるのか？) を考えながら説明せよ．
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クラスタ分析 5
5.1 目的と考え方
5.1.1 目的
クラスタ分析 (cluster analysis)は，データ間に定義された距離に
基づいて近いデータ同士を同じグループ (クラスタ)に属するもの
として分類していく方法である．
グループの構成の仕方は大きく二種類に分けることができる．

• 階層的方法 — データ点およびグループの間に距離を定義
し，近いものから順にクラスタを形成しながら，あるいは
近いもの同士がクラスタ内に残るように分割しながら，グ
ループ化していく方法．
代表的なものとして，デンドログラム (樹形図)を作る凝集
的クラスタリングがある．

• 非階層的方法— グループ内に含まれるデータから決められ
るグループの領域と，実際にそれに含まれるデータに矛盾
が生じないようにグループ化していく方法．
代表的なものとして k-平均法 (k-means) がある．

本講義では階層的クラスタリングの中でも凝集的方法を扱う．

例 5.1. 価格帯や顧客の評価に応じて同様な特徴を持つレストラン
のグループ分けを行うことを考える．

店名 価格 サービス いごこち 味 · · ·
A 3 4 4 3 · · ·
B 5 4 4 5 · · ·
C 3 5 5 4 · · ·
...

例えば高田馬場のラーメン店のグループ化を考えてみよう．

5.1.2 考え方
凝集的階層クラスタリングを行う基本的な操作は以下のように
なる．

1. データ・クラスタ間の距離を求める．
• (クラスタに属さない)データ点とデータ点の距離
• (クラスタに属さない)データ点とクラスタの距離
• クラスタとクラスタの距離

の測り方を決め，それぞれを求める必要がある．なお，通常
1つのデータ点もクラスタと考え，データ点とクラスタの距
離にはクラスタとクラスタの距離の測り方を適用する．
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5 クラスタ分析

2. 最も近い 2つ (データ点とデータ点，データ点とクラスタ，
クラスタとクラスタのいずれの場合もあり得る)を統合し，
新たなクラスタとする．

3. クラスタ数が目的の数になるまでに (1)，(2)の手続きを繰
り返してデータを順次クラスタに統合していく．

5.2 データ間の距離
以下で扱うデータはベクトルとして表現されているとし，2つの
ベクトル xi,xj ∈ Rpの距離を d(xi,xj)で表す．また各ベクトル
の成分はxi = (xi1, . . . , xip)

T , xj = (xj1, . . . , xjp)
T で表すものと

する．
代表的なデータ間の距離としては以下のようなものがある．

5.2.1 ユークリッド距離 (Euclidean distance)

一般的な平方距離．各成分の差の 2乗和の平方根 (2ノルム)．

d(xi,xj) =
√
(xi1 − xj1)2 + · · ·+ (xip − xjp)2.

5.2.2 最大距離 (maximum distance)

各成分の差の中の最大値．

d(xi,xj) = max
{
|xi1 − xj1|, . . . , |xip − xjp|

}
.

5.2.3 マンハッタン距離 (Manhattan distance)

格子状に引かれた路に沿って移動するときの距離．各成分の差の
絶対値の和 (1ノルム)．

d(xi,xj) = |xi1 − xj1|+ · · ·+ |xip − xjp|.

5.2.4 キャンベラ距離 (Canberra distance)

原点付近での違いを強調するように各座標軸における位置を考慮
してマンハッタン距離を修正した距離．各成分の絶対値の和に対
する成分の差の絶対値の和．

d(xi,xj) =
|xi1 − xj1|
|xi1|+ |xj1|

+ · · ·+ |xip − xjp|
|xip|+ |xjp|

.

ただし分母が 0になる項は通常取り除く (0として計算する)．

5.2.5 ミンコフスキー距離 (Minkowski distance)

ユークリッド距離を q乗に一般化した距離．各成分の差の q乗和
の q乗根 (qノルム)．

d(xi,xj) =
{
|xi1 − xj1|q + · · ·+ |xip − xjp|q

}1/q
.
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5.3 クラスタ間の距離

5.2.6 バイナリー距離 (binary distance)

質的変数を対象とした距離．各成分を 0と 1の 2値とし，少なく
ともどちらか一方が 1である成分数に対する一方のみが 1である
成分数の比率．

d(xi,xj) = 1− min(xi1, xj1) + · · ·+ min(xip, xjp)
max(xi1, xj1) + · · ·+ max(xip, xjp)

.

これらの距離は，データの性質に応じて適宜使い分ける必要が
ある．また，対象の各成分をそのまま用いてその物理的な意味合い
を積極的に利用する場合もあるが，逆に大きさの違い，例えば長
さの測定で単位の取り方をmm (ミリメートル) にするか cm (セ
ンチメートル) にするかなどによって分析結果が異なってしまう
ことを避けたい場合には，全ての成分が平均 0，分散 1となるよ
うに正規化するなど，データを前処理する必要がある．

5.3 クラスタ間の距離
ここでは階層的クラスタリングにおいて用いられる代表的なクラ
スタ間の距離の定義の仕方を説明する．一般にクラスタ間の距離
は，各クラスタに含まれるデータ点同士の距離をどのように使う
かによって決められる．このとき，データ点の距離から陽に定義
する方法と，クラスタを統合したときに成り立つクラスタ間の距
離の関係を用いて再帰的に定義する方法がある．
以下ではいくつかのデータ点からなる 2つのクラスタを

Ca = {xi|i ∈ Λa} , Cb = {xj |j ∈ Λb}

としたとき，この 2つのクラスタ間の距離をD(Ca, Cb)で表すも
のとする．
まず各クラスタに含まれるデータ点同士の距離を用いてクラス
タ間の距離を書き下すとともに，2つのクラスタを統合した際に
統合とは無関係な他のクラスタとの関係がどのようになるかを考
える．後者のクラスタ間の関係は，クラスタCa, Cb，およびこれ
らを統合したCa ∪Cbと，他のクラスタCcとの距離で記すことが
できるため，距離の直感的な意味を捉え易く，実際の計算には都
合のよい場合が多い．

5.3.1 最短距離法 (単連結法, single linkage method)

2つのクラスタに属する対象のうち，最も近い対象間の距離をク
ラスタ間の距離とする方法である．

D(Ca, Cb) = min
xi∈Ca, xj∈Cb

d(xi,xj).

統合前後のクラスタ間の関係は

D(Ca ∪ Cb, Cc) = min
{
D(Ca, Cc), D(Cb, Cc)

}
となる．
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5 クラスタ分析

5.3.2 最長距離法 (完全連結法, complete linkage
method)

2つのクラスタに属する対象のうち，最も遠い対象間の距離をク
ラスタ間の距離とする方法である．

D(Ca, Cb) = max
xi∈Ca, xj∈Cb

d(xi,xj).

統合前後のクラスタ間の関係は

D(Ca ∪ Cb, Cc) = max
{
D(Ca, Cc), D(Cb, Cc)

}
となる．

5.3.3 群平均法 (average linkage method)

2つのクラスタに属する対象間のすべての組み合わせの距離を求
め，その平均値をクラスタ間の距離とする方法である．

D(Ca, Cb) =
1

|Ca||Cb|
∑

xi∈Ca, xj∈Cb

d(xi,xj).

ただし，|Ca|, |Cb| でそれぞれのクラスタ内の要素の数を表すこと
とする．
統合前後のクラスタ間の関係は

D(Ca ∪ Cb, Cc) =
|Ca|D(Ca, Cc) + |Cb|D(Cb, Cc)

|Ca|+ |Cb|
.

となる．

5.3.4 McQuitty法 (McQuitty’s method)

2つのクラスタを統合した場合に，他のクラスタからの距離を統合
前のクラスタ間の距離の単純平均で算出する方法．群平均法では
統合するクラスタの要素数に応じた重みで新しい距離が計算され
るが，この重みを要素数によらないものとしたと考えることがで
きる．データ間の距離を用いて書き下すことは難しいため，統合
後のクラスタ間の距離は以下の式で再帰的に計算することによっ
て求める．

D(Ca ∪ Cb, Cc) =
D(Ca, Cc) +D(Cb, Cc)

2
.

5.3.5 重心法 (centroid method)

各クラスタに含まれるデータ点の重心 (平均値)を用いてクラスタ
間の距離を定義する方法．クラスタCaの重心を x̄a, Cbの重心を
x̄bとすると

D(Ca, Cb) = d(x̄a, x̄b)

であるので，この距離が最も小さい 2つのクラスタを順次統合し
ていくことになる．
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5.3 クラスタ間の距離

重心 (平均値)そのものはユークリッド距離のもとで意味を持つ
概念であり，データ間の距離をユークリッド距離で定義する場合
には統合後の距離について

D(Ca∪Cb, Cc)
2 =

|Ca|D(Ca, Cc)
2 + |Cb|D(Cb, Cc)

2

|Ca|+ |Cb|
−|Ca||Cb|D(Ca, Cb)

2

(|Ca|+ |Cb|)2

という関係が成り立つ．このため統合後のクラスタ間の距離は，ク
ラスタの重心を求めずに計算することができる．なお，データ間
の距離さえ与えられていれば，この式を再帰的に用いればクラス
タ間の距離を計算することができるため，データ間の距離がユー
クリッド距離でない一般の距離の場合にも重心法を適用すること
ができる．

5.3.6 メディアン法 (median method)

重心法と同様にクラスタの代表点同士の距離を用いて，クラスタ
間の距離を定義するが，統合されたクラスタの代表点をもとのク
ラスタの代表点の中点とする方法．中点も一般にはユークリッド
距離のもとで意味を持つ概念であり，データ間の距離をユークリッ
ド距離で定義する場合には統合後の距離について

D(Ca ∪ Cb, Cc)
2 =

D(Ca, Cc)
2 +D(Cb, Cc)

2

2
− D(Ca, Cb)

2

4

という関係が成り立ち，これにもとづいて再帰的にクラスタ間の
距離を計算する．これは重心法の式で |Ca| = |Cb|とした場合と考
えることもでき，重心法と同様にデータ間の距離が一般の距離の
場合でもメディアン法を用いることはできる．

5.3.7 ウォード法 (Ward’s method)

新しい対象がクラスタに加わる時，最も広がりが小さく抑えられ
るクラスタを最も近いクラスタとする方法．クラスタの広がりを
評価するにはクラスタの重心から各データ点までのユークリッド
距離の平方和を考える．このときクラスタCaとCbを統合した際
の重心を

x̄a∪b =
|Ca|x̄a + |Cb|x̄b

|Ca|+ |Cb|

と書き，ユークリッド距離を dで表すと，クラスタ間の距離は

D(Ca, Cb) =
∑

xk∈Ca∪Cb

d(xk, x̄a∪b)
2 −

∑
ik∈Ca

d(xi, x̄a)
2 −

∑
jk∈Cb

d(xj , x̄b)
2

=
d(x̄a, x̄b)

2

1
|Ca| +

1
|Cb|

によって定義されるため，この距離が最も小さい 2つのクラスタ
を統合する．
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5 クラスタ分析

統合前後のクラスタ間の関係は

D(Ca∪Cb, Cc) =
|Ca|+ |Cc|

|Ca|+ |Cb|+ |Cc|
D(Ca, Cc)+

|Cb|+ |Cc|
|Ca|+ |Cb|+ |Cc|

D(Cb, Cc)

− |Cc|
|Ca|+ |Cb|+ |Cc|

D(Ca, Cb)

となり，重心の計算を行わなくてもクラスタ間の距離は再帰的に
計算することができる．このため，データ間の距離が一般の距離
の場合にも，上の式を用いてウォード法を適用することができる．

5.4 分析の評価
獲得されたクラスタ構造を評価する指標はいくつか提案されて
いる．

5.4.1 凝集係数
凝集的クラスタリングの場合に用いられる凝集係数 (agglomerative
coefficient) は以下のように定義される．まず，データ xiが最初
に統合されたクラスタを C とするとき，データ xiとクラスタ C
の距離を di とする．

di = D(xi, C)

また，アルゴリズムの最後に統合された 2つのクラスタC ′, C ′′の
距離をDとする．

D = D(C ′, C ′′)

凝集係数AC は li = 1− di/Dの平均値として

AC =
1

n

n∑
i=1

(
1− di

D

)
と定義される．定義より 0 ≤ AC ≤ 1となり，1に近いほどクラ
スタ構造が明瞭であることが示唆される．上記の liをデータ毎に
並べた棒グラフを banner plotと呼ぶが，凝集係数は banner plot
の面積比と考えることもできる．

5.4.2 シルエット係数
推定したクラスタ構造を評価する指標としてはシルエット係数
(silhouette coefficient)がある．まず，データ xiが含まれている
クラスタに対して，xiを除いたクラスタC1とデータxiの距離を
d1i とする．

d1i = D(xi, C
1 \ xi)

また，データ xiが含まれているクラスタ以外で，xiに一番近い
クラスタ C2との距離を d2i とする．

d2i = D(xi, C
2)
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5.4 分析の評価

シルエット係数 Siは

Si =
d2i − d1i

max(d1i , d2i )

で定義される．定義より−1 ≤ Si ≤ 1となり，1に近いほどその
データは適切にクラスタリングされていることが示唆される．クラ
スタリング全体の良さを評価するには Siの平均を用いればよい．

5.4.3 鎖効果
最短距離法や最長距離法は最初に一度だけ全ての 2点間の距離を
計算すれば良いので計算時間が短縮できるが，はずれ値などの影
響を受けやすく，対象が順番に 1つの大きなクラスタに統合され
ていく鎖効果と呼ばれる悪い判別が起こりやすい．一方，群平均
法やウォード法は鎖効果が起こりにくいと言われるが，クラスタ
を作る度に距離の計算をし直す必要があるため，大規模なデータ
に対しては計算時間が増えることになる．
計算量はデータ数に依存するが，一般には群平均法やウォード
法が良く用いられる．
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5 クラスタ分析

5.5 解析の事例
Rでは階層的クラスタリングを行うために標準的な方法として関数 hclust( )が用意されている．
これ以外にもクラスタ分析専用のパッケージ clusterがある．

5.5.1 米国州別犯罪データの分析
以下ではデータセット USArrestsを用いてクラスタ分析の方法を説明する．
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最長距離法によるデンドログラム

hclust (*, "complete")
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(a) 最長距離法による階層的クラスタリング
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表示の変更

hclust (*, "complete")
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(b) 表示の変更
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(c) ウォード法による階層的クラスタリング
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(d) グループごとのデンドログラム

図 5.1: USArrestsデータのクラスタ分析．

Rscript: c-usarrests.r

図 5.1 参照
> ### クラスタ分析の例
> ### - Violent Crime Rates by US State
>
> ## データの読み込み ("datasets::USArrests"を用いる)
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5.5 解析の事例

> data(USArrests) # データの読み込み
> ## データの内容を確認
> help(USArrests) # 内容の詳細を表示
> ## print(USArrests) # 全データの表示
> head(USArrests,n=5) # 最初の 5個を表示

Murder Assault UrbanPop Rape
Alabama 13.2 236 58 21.2
Alaska 10.0 263 48 44.5
Arizona 8.1 294 80 31.0
Arkansas 8.8 190 50 19.5
California 9.0 276 91 40.6

> ## tail(USArrests,n=5) # 最後の 5個を表示
>
> ## 距離の計算
> d <- dist(USArrests) # 標準はユークリッド距離
> class(d) # オブジェクトクラスの確認

[1] "dist"

> ## print(d) # 計算した距離行列の表示
> ## dist class から行列への変換
> dmat <- as.matrix(d)
> dmat[1:5,1:5] # 一部のみ表示

Alabama Alaska Arizona Arkansas California
Alabama 0.00000 37.17701 63.00833 46.92814 55.52477
Alaska 37.17701 0.00000 46.59249 77.19741 45.10222
Arizona 63.00833 46.59249 0.00000 108.85192 23.19418
Arkansas 46.92814 77.19741 108.85192 0.00000 97.58202
California 55.52477 45.10222 23.19418 97.58202 0.00000

> ## 行列から dist class への変換 (下三角行列)
> as.dist(dmat[1:5,1:5])

Alabama Alaska Arizona Arkansas
Alaska 37.17701
Arizona 63.00833 46.59249
Arkansas 46.92814 77.19741 108.85192
California 55.52477 45.10222 23.19418 97.58202

> ## マンハッタン距離の計算
> dm <- dist(USArrests,method='manhattan')
> as.matrix(dm)[1:5,1:5]

Alabama Alaska Arizona Arkansas California
Alabama 0.0 63.5 94.9 60.1 96.6
Alaska 63.5 0.0 78.4 101.2 60.9
Arizona 94.9 78.4 0.0 146.2 39.5
Arkansas 60.1 101.2 146.2 0.0 148.3
California 96.6 60.9 39.5 148.3 0.0

> ## 正規化 (平均 0,分散 1)したユークリッド距離の計算
> ds <- dist(scale(USArrests))
> as.matrix(ds)[1:5,1:5]

Alabama Alaska Arizona Arkansas California
Alabama 0.000000 2.703754 2.293520 1.289810 3.263110
Alaska 2.703754 0.000000 2.700643 2.826039 3.012541
Arizona 2.293520 2.700643 0.000000 2.717758 1.310484
Arkansas 1.289810 2.826039 2.717758 0.000000 3.763641
California 3.263110 3.012541 1.310484 3.763641 0.000000
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5 クラスタ分析

> ## 最長距離法による階層的クラスタリング: 図 (a)
> hc <- hclust(ds) # クラスタリング
> par(family="HiraMaruProN-W4") # 日本語フォントの指定
> plot(hc,main="最長距離法によるデンドログラム") # デンドログラムの表示
> ## デンドログラムの表示変更: 図 (b)
> plot(hc,hang=-1,main="表示の変更")
> ## ウォード法による階層的クラスタリング: 図 (c)
> hc <- hclust(ds,method="ward.D2") # method の指定
> plot(hc,hang=-1,main="ウォード法によるデンドログラム")
> ## デンドログラムに基づくグループ分け
> rect.hclust(hc,k=10,border='red') # 10個のグループに分ける
> (grp <- cutree(hc, k=10)) # 各データの属するグループ

Alabama Alaska Arizona Arkansas California
1 2 3 4 5

Colorado Connecticut Delaware Florida Georgia
5 6 6 3 1

Hawaii Idaho Illinois Indiana Iowa
7 8 3 7 8

Kansas Kentucky Louisiana Maine Maryland
7 4 1 8 3

Massachusetts Michigan Minnesota Mississippi Missouri
6 3 8 9 7

Montana Nebraska Nevada New Hampshire New Jersey
8 8 5 8 6

New Mexico New York North Carolina North Dakota Ohio
3 3 9 10 7

Oklahoma Oregon Pennsylvania Rhode Island South Carolina
7 7 7 6 9

South Dakota Tennessee Texas Utah Vermont
10 1 3 7 10

Virginia Washington West Virginia Wisconsin Wyoming
4 7 10 8 4

> ## グループごとのデンドログラム: 図 (d)
> cl <- NULL # 空の配列を用意する
> for(k in 1:10){
+ cl <- rbind(cl, colMeans(scale(USArrests)[grp==k,,drop=F]))
+ }
> cl # 10グループのデータ (平均値)にまとめたもの

Murder Assault UrbanPop Rape
[1,] 1.6099149 0.60284869 -0.3309208 0.2981940
[2,] 0.5078625 1.10682252 -1.2117642 2.4842029
[3,] 0.8666035 1.21031715 0.8262657 0.8493672
[4,] 0.1519914 -0.20110956 -0.6418067 -0.3423947
[5,] 0.4389842 0.87883436 1.2292659 2.1923792
[6,] -0.6676601 -0.05711703 1.1371516 -0.7657170
[7,] -0.4151064 -0.54549167 0.4393854 0.1044160
[8,] -1.0820777 -1.07106438 -0.5122709 -0.9135862
[9,] 1.5410366 1.45080466 -1.3729643 -0.2845637
[10,] -1.0705980 -1.26905410 -1.7644503 -1.1831673

> plot(hclust(dist(cl),method="ward.D2",
+ members=table(grp))) # グループ内の個数を指定

なお，多数のデータを扱う場合には対話的にデータを処理する必要があるが，このためには関数
identify( )が用意されている．興味のあるものは自分で調べてみよ．
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5.5 解析の事例

5.5.2 人気のおむすびの具の分析
以下ではインターネットで公開されているアンケートデータの解析例を示す．
データの内容は以下の通りである．
【アンケート概要】

【応募期間】2009年 1月 4日～2009年 2月 28日
【応募方法】インターネット、携帯ウェブ

【内　　容】
Q1. おむすびを最近１週間に、何個食べましたか？

そのうち市販のおむすびは何個でしたか？
Q2. おむすびの具では何が一番好きですか？

A.梅 B.鮭 C.昆布 D.かつお E.明太子 F.たらこ Ｇ.ツナ H.その他
Q3. おむすびのことをあなたはなんと呼んでいますか？

A.おにぎり B.おむすび C.その他
Q4. おむすびといえば、どういう形ですか？

A.三角形 B.丸形 C.俵形 D.その他

【回答者数】
男性 9,702人 32.0%

女性 20,616人 68.0%

総数 30,318人 100.0%

URL: http://www.gohan.gr.jp/result/09/anketo09.html

(omusubi.txt, omusubi.csv)

Rscript: c-omusubi.r

図 5.2 参照
> ### クラスタ分析の例
> ### - おむすびに関するアンケートデータ
>
> ## パッケージの読み込み
> require(cluster)
> require(tidyverse)
> require(reshape2)
> require(ggfortify)
> require(GGally)
> require(ggdendro)
> ## データの読み込み ("omusubi.csv"を用いる)
> raw <- read.csv(file="data/omusubi.csv",row.names=1) # データの読み込み
> scan(file="data/omusubi.txt",what=character(),sep=";") # データの説明の表示

[1] "【アンケート概要】"
[2] "【応募期間】2009年 1月 4日～2009年 2月 28日"
[3] "【応募方法】インターネット、携帯ウェブ"
[4] "【内　　容】"
[5] " Q1. おむすびを最近１週間に、何個食べましたか？ "
[6] " そのうち市販のおむすびは何個でしたか？"
[7] " Q2. おむすびの具では何が一番好きですか？"
[8] " A.梅 B.鮭 C.昆布 D.かつお E.明太子 F.たらこ Ｇ.ツナ H.その他"
[9] " Q3. おむすびのことをあなたはなんと呼んでいますか？"
[10] " A.おにぎり B.おむすび C.その他"
[11] " Q4. おむすびといえば、どういう形ですか？"
[12] " A.三角形 B.丸形 C.俵形 D.その他"
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5 クラスタ分析

Corr: -0.644***chikoku: -0.854  chubu: -0.437chugoku: 0.416   kanto: 0.173   kinki: -0.221 kyushu: -0.585 tohoku: -0.459

Corr: 0.435**chikoku: -0.458  chubu: 0.381 chugoku: 0.848.  kanto: 0.676.  kinki: 0.329  kyushu: 0.207  tohoku: 0.068 

Corr: -0.294*chikoku: 0.386    chubu: -0.300 chugoku: 0.672    kanto: 0.502    kinki: -0.814* kyushu: -0.184  tohoku: -0.227 

Corr: 0.307*chikoku: 0.914.  chubu: 0.041 chugoku: 0.214   kanto: -0.430  kinki: 0.090  kyushu: 0.412  tohoku: -0.332

Corr: -0.188chikoku: -0.796  chubu: 0.022 chugoku: 0.835.  kanto: 0.765*  kinki: -0.587 kyushu: -0.358 tohoku: 0.132 

Corr: 0.548***chikoku: -0.057  chubu: 0.775*chugoku: 0.497   kanto: -0.029  kinki: 0.311  kyushu: 0.780* tohoku: -0.624

Corr: 0.093chikoku: 0.956*  chubu: -0.194chugoku: -0.193  kanto: -0.561  kinki: -0.172 kyushu: -0.440 tohoku: 0.312 

Corr: -0.392**chikoku: -0.788   chubu: -0.288 chugoku: -0.728   kanto: -0.583   kinki: 0.098   kyushu: 0.253   tohoku: -0.707.

Corr: -0.202chikoku: -0.694    chubu: -0.678* chugoku: -0.554    kanto: -0.886**  kinki: -0.414   kyushu: 0.724*   tohoku: 0.261   

Corr: -0.272.chikoku: 0.755     chubu: -0.804**chugoku: -0.953*   kanto: -0.136    kinki: -0.398   kyushu: 0.294    tohoku: -0.522  

Corr: -0.456**chikoku: -0.983*  chubu: -0.113 chugoku: -0.830.  kanto: -0.474   kinki: 0.175   kyushu: 0.139   tohoku: -0.444 

Corr: 0.255.chikoku: 0.779    chubu: -0.030 chugoku: -0.557   kanto: -0.835*  kinki: -0.184  kyushu: -0.209  tohoku: 0.458  

Corr: -0.586***chikoku: 0.323     chubu: -0.863**chugoku: -0.984**  kanto: -0.740.   kinki: 0.132    kyushu: -0.374   tohoku: -0.721. 

Corr: -0.523***chikoku: -0.953*   chubu: -0.861**chugoku: -0.450    kanto: -0.459    kinki: 0.786*   kyushu: -0.404   tohoku: 0.730.  

Corr: -0.020chikoku: -0.904.  chubu: 0.894**chugoku: 0.553    kanto: 0.586    kinki: -0.716. kyushu: -0.318  tohoku: -0.686.

Corr: -0.305*chikoku: 0.364    chubu: -0.780*chugoku: -0.906*  kanto: -0.178   kinki: -0.287  kyushu: -0.216  tohoku: -0.289 

Corr: -0.244.chikoku: -0.607   chubu: -0.095 chugoku: -0.632   kanto: -0.730.  kinki: -0.800* kyushu: -0.321  tohoku: -0.476 

Corr: -0.235chikoku: -0.817   chubu: -0.023 chugoku: -0.816.  kanto: -0.172   kinki: 0.726.  kyushu: -0.666. tohoku: 0.640  

Corr: -0.145chikoku: 0.051   chubu: 0.052 chugoku: -0.263  kanto: -0.520  kinki: 0.378  kyushu: -0.275 tohoku: -0.029

Corr: -0.040chikoku: 0.528   chubu: 0.122 chugoku: 0.163   kanto: 0.495   kinki: -0.222 kyushu: -0.506 tohoku: 0.238 

Corr: 0.082chikoku: -0.185  chubu: -0.127chugoku: 0.727   kanto: 0.330   kinki: 0.049  kyushu: 0.294  tohoku: -0.427

Corr: -0.241chikoku: -0.435   chubu: -0.028 chugoku: -0.377   kanto: -0.070   kinki: -0.810* kyushu: -0.039  tohoku: 0.339  

Corr: 0.172chikoku: -0.032   chubu: 0.384  chugoku: -0.890*  kanto: -0.418   kinki: 0.671.  kyushu: 0.163   tohoku: -0.083 

Corr: -0.628***chikoku: -0.201   chubu: -0.622.chugoku: -0.426   kanto: -0.369   kinki: -0.596  kyushu: -0.456  tohoku: -0.789*

Corr: -0.428**chikoku: -0.560  chubu: -0.249chugoku: -0.765  kanto: -0.344  kinki: -0.560 kyushu: -0.545 tohoku: 0.249 

Corr: -0.100chikoku: -0.327  chubu: -0.042chugoku: 0.550   kanto: 0.015   kinki: 0.185  kyushu: -0.414 tohoku: -0.106

Corr: 0.149chikoku: 0.583   chubu: 0.271 chugoku: 0.287   kanto: 0.738.  kinki: -0.382 kyushu: -0.303 tohoku: 0.520 

Corr: 0.013chikoku: 0.621   chubu: -0.270chugoku: 0.595   kanto: -0.289  kinki: -0.135 kyushu: -0.043 tohoku: -0.649
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(a) データの散布図
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(b) 県別の人気比率
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(c) 階層的クラスタリング
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(e) 非階層的クラスタリング

Silhouette width si
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Silhouette plot of pam(x = raw, k = 3)

Average silhouette width :  0.21

n = 47 3  clusters  Cj
j :  nj | avei∈Cj  si

1 :   19  |  0.22

2 :   11  |  0.06

3 :   17  |  0.29

(f) シルエットプロット

図 5.2: パッケージ clusterによるクラスタ分析の例．
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5.5 解析の事例

[13] "【回答者数】"
[14] " 男性 9,702人 32.0%"
[15] " 女性 20,616人 68.0%"
[16] " 総数 30,318人 100.0%"
[17] "URL: http://www.gohan.gr.jp/result/09/anketo09.html"

> ## データの内容を表示
> ## print(raw) # 全データの表示
> head(raw,n=4) # 最初の 4県を表示

ume shake kobu katsuo mentai tarako tuna etc
hokkaido 13.86 27.94 5.58 5.26 9.26 15.06 11.61 11.39
aomori 14.93 30.79 7.01 2.43 10.36 11.58 11.58 11.28
iwate 17.91 23.13 5.22 3.35 17.91 10.07 10.44 11.94
miyagi 15.16 29.50 10.00 1.66 14.83 8.83 12.83 7.16

> tail(raw,n=4) # 最後の 4県を表示

ume shake kobu katsuo mentai tarako tuna etc
oita 14.00 27.53 11.11 4.83 20.77 3.38 9.66 8.69
miyazaki 20.88 22.15 10.75 3.79 18.35 11.39 7.59 5.06
kagoshima 17.59 24.53 9.25 4.16 19.44 6.01 14.81 4.16
okinawa 19.59 22.85 7.34 2.04 15.10 4.48 11.42 17.14

> ## 1つだと処理が難しいので北海道は東北に含める
> areaname <- c("tohoku","kanto","chubu",
+ "kinki","chugoku","chikoku","kyushu")
> area <- rep(areaname,c(7,7,9,7,5,4,8))
> ## データの散布図: 図 (a)
> ggpairs(data.frame(raw,area),
+ columns=1:ncol(raw), mapping=aes(colour=area)) +
+ labs(title="おむすびの具 県別人気アンケート (2009)") +
+ theme(text=element_text(family="HiraMaruProN-W4"))
> ## 県別の人気比率: 図 (b)
> mydata <- mutate(raw,perfecture=rownames(raw)) %>%
+ melt(id.vars="perfecture")
> ggplot(mydata,aes(x=perfecture,y=value,fill=variable)) +
+ geom_bar(stat="identity",position="fill") + coord_flip() +
+ scale_x_discrete(limits=rev(rownames(raw))) +
+ labs(title="おむすびの具 県別人気アンケート (2009)",
+ x="県名",y="人気比率") +
+ theme(legend.position="top",
+ text=element_text(family="HiraMaruProN-W4"))
> ## 距離計算
> dst <- daisy(sqrt(raw)) # Hellinger距離
> ## その他の距離の計算方法の例
> ## dst <- dist(raw) # ユークリッド距離
> ## dst <- daisy(raw) # ユークリッド距離 (cluster package の距離)
> ## dst <- daisy(raw,stand=TRUE) # ユークリッド距離
> ## dst <- as.dist(acos(cor(t(raw)))) # 別の距離
>
> ## 階層的クラスタリング: 図 (c)
> hclst <- agnes(dst) # dianaという関数もある
> ggdendrogram(as.dendrogram(hclst),
+ rotate=TRUE, theme_dendro=FALSE) +
+ labs(title="おむすびの具人気アンケートによるクラスタ分析",
+ x="県名",y="距離") +
+ theme(text=element_text(family="HiraMaruProN-W4"))
> ## ggdendrogram(as.dendrogram(hclst), rotate=TRUE) # 白地
> ## バナープロット: 図 (d)
> plot(hclst, which.plot=1) # banner plot
> ## plot(hclst, which.plot=2) # dendrogram
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5 クラスタ分析

>
> ## 非階層的クラスタリング (クラスタ数を指定すること)
> nhclst <- pam(raw,k=3)
> ## nhclst <- pam(dst,k=3) # 距離行列を使うこともできる
> ## nhclst <- clara(rawt,k=3) # claraはデータフレームを使う
> ## 非階層的クラスタリングによる散布図: 図 (e)
> autoplot(nhclst, frame=TRUE)
> ## plot(nhclst, which.plot=1) # 散布図
> ## シルエットプロット: 図 (f)
> plot(nhclst, which.plot=2) # silhouette plot
> ## ## 他の方法でも同様な表示は可能
> ## autoplot(pam(raw,3), frame=TRUE, frame.type='norm')
> ## autoplot(clara(raw,3), frame=TRUE, frame.type="norm")
> ## autoplot(fanny(raw,3), frame=TRUE, frame.type='norm')
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多次元尺度構成法 6
6.1 多次元尺度構成法の目的と考え方
6.1.1 目的
多次元尺度構成法 (multi dimentional scaling; MDS)は類似度 (あ
るいは非類似度)が定義された対象を低次元の (わかりやすい)空
間に埋め込む方法で，データの可視化の一つの方法である．

例 6.1. データ間の距離が以下のように与えられていたとき，これ
らの距離関係の辻褄ができるだけ合うように各データを 2次元空
間に配置することを考える．

対象間の距離のデータ
A B C D

A 0
B 3 0
C 8 7 0
D 4 3 8 0

●

● ●

●

-2 0 2 4 6

-4
-2

0
2

4

A

B C

D

Two Dimensional Scaling

2次元空間における埋め込み
データ点を埋め込んだ空間での距離 (または類似性)が，元々与
えられている距離 (類似性)の関係とできるだけ矛盾しないように
各対象に適切な座標を割り当てることになる．ただし，回転や反
転の不定性があることに注意する．

6.1.2 距離の定義
データ iと jに類似度 (similarity) s∗ij あるいは非類似度 (dissimilarity)

d∗ij が与えられているとする．例えば，類似度の場合

s∗ij > s∗ikなら，jの方が kより iに似ている

ことを意味する．
非類似度の場合はそのまま距離として用いればよいが，類似度
が与えられている場合は上記の関係から基準となる距離 d∗ij を作
る．基本的なルールとしては

s∗ij = s∗kl ⇒ d∗ij = d∗kl

s∗ij < s∗kl ⇒ d∗ij ≥ d∗kl

を考える．つまり

• 類似度が同じなら，距離も同じ．

• 類似度が高い方が，距離が近いか同じ (遠くなることはない)．

を満たすように d∗を設定する．
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6 多次元尺度構成法

6.1.3 計量MDS (Torgerson の方法)

もともとデータはある次元のベクトルとして表され，データ間の
距離が与えられている場合を想定する．
ここでは対象間の距離としてユークリッド距離を考える．対象
は p次元空間にあるとして 2点を xi = (xi1, xi2, . . . , xip)

T，xj =
(xj1, xj2, . . . , xjp)

T とすると，xiと xj の距離は

dij =

(
p∑

k=1

(xik − xjk)
2

) 1
2

で表される．
ここで 2点 xiと xj の内積

zij =

p∑
k=1

xikxjk

を考える．データの 1つ (簡単のためデータの番号を 0とする)を
原点 (座標を x0 = 0に設定)とすると，内積は以下のように距離
で表される．

zij =
1

2

(
d2i0 + d2j0 − d2ij

)
したがって，適当なデータを原点とすれば，与えられた距離 d∗か
らデータ間の内積を求めることができる．なお原点としては，他
の点までの平均距離が最小となる中心点 (medoid)

xmed = arg min
i

∑
j 6=i

d∗(i, j)

を用いることが多い．
データ数が nのとき，原点とするデータ 0以外の点の座標を並
べた行列

X =


xT1
xT2
...

xTn−1


を考えると，点 xiと xj の内積 zij を ij成分とする対称行列は

Z = (zij) = (xT
i xj) = XXT

となるので，Xを求めるにはZの分解を考えればよい．ZのEckart-
Young分解 (固有値と固有ベクトルによる表現)

Z = SΛST Sは直交，Λは対角

を用いるとX の 1つの表現は

X = SΛ
1
2

となる．ただし，任意の直交行列をRとすると，

X ′ = SΛ
1
2R
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6.1 多次元尺度構成法の目的と考え方

としてもX ′X ′T = XXT = Z となるので，X には直交行列の不
定性があり一意には決まらないことに注意する．
なお，データ数を nとしたとき，このXは最大でも n− 1次元
の座標しか得られない．次元縮約を行うためにはΛの大きいもの
から必要な数だけ用いる．例えば 2次元に縮約して表現する場合
には，大きな固有値 2つとそれに対応する固有ベクトルのみを用
いてX を構成すればよい．

例 6.2. 都市の間の距離情報から座標を推定する．(解析の事例で
詳しく述べる)

6.1.4 非計量MDS (Kruskalの方法)

データ iに座標 xiを与え，iと jの距離をミンコフスキー距離

dij = d(xi,xj) =

(
p∑

k=1

|xik − xjk|q
) 1

q

で測ることを想定し，これが与えられた距離 d∗と出来るだけ矛盾
しないように座標 xiを求めることを考える．基準となる距離 d∗

と割り当てた座標による距離 dとの違いを評価するために以下で
定義されるストレスを考える．

S =

√√√√√∑n
i,j=1

(
dij − d∗ij

)2∑n
i,j=1 d

2
ij

この評価量の分子および分母はそれぞれ以下の意味を持つ

• 分子は割り当てられた座標から計算される距離と基準の距
離との差が小さいほど良い (類似度の関係をできるだけ再現
するため)．

• 分母は大きいほど良い (距離が 0に縮退しないようにする
ため)．

あとは Sを最小とする {xi, i = 1, 2, . . . , n}を求める最適化の問題
となる．
求められた座標が良いか悪いかの評価は達成されたストレスの
値に基づいて行えばよいが，以下の Kruskal の判定基準が一般に
は用いられる．

S 評価
0.2 良くない
0.1 悪くはない
0.05 良い
0.025 非常に良い
0 完全
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6 多次元尺度構成法

6.2 解析の事例

6.2.1 計量的方法と非計量的方法の違い

まず，人工データを用いて計量的方法と非計量的方法の違いを端的に紹介する．計量的 (古典的)な
多次元尺度構成法を実行するために関数 cmdscale( )が標準で用意されている．また，非計量的方
法を行う関数 isoMDS( )はパッケージ MASSに含まれている．基本的な使い方は関数 cmdscale( )

に準じている．

Rscript: m-compare.r

図 6.1 参照
> ### 多次元尺度構成法の例
> ### - 人工データによる計量的・非計量的方法の比較
>
> ## パッケージの読み込み
> require(MASS)
> require(lattice)
> ## 3次元データの作成 (格子状に作成してサンプルする)
> ## 3次元空間内に 2次元の曲面を埋め込む
> s <- seq(0, 1.5*pi, length=1000)
> mydata <- do.call('rbind',
+ lapply(s, function(t){
+ data.frame(
+ X=seq(sin(t), -sin(t), length=100),
+ Y=seq(cos(t), -cos(t), length=100),
+ Z=t)}
+ )
+ )
> mydata$class <- rep(1:8, each=100*1000/8)
> mydata <- mydata[sample(nrow(mydata),400),]
> ## 人工データの視覚化: 図 (a-d)
> for (i in seq(20,80,by=20)) {
+ print(cloud(Z ~ X + Y, data=mydata, groups=class,
+ screen=list(z=i, x=-80),distance=.6))
+ }
> ## ユークリッド距離の計算
> dst <- dist(mydata[,1:3])
> ## 計量的方法: 図 (e)
> plot(cmdscale(dst),col=rainbow(8)[mydata$class],
+ xlab="axis 1", ylab="axis 2",
+ main="Torgerson's MDS")
> ## 曲面のねじれのため一部の構造がつぶれている
>
> ## 非計量的方法: 図 (f)
> plot(isoMDS(dst)$points,col=rainbow(8)[mydata$class],
+ xlab="axis 1", ylab="axis 2",
+ main="Kruskal's MDS")

initial value 7.689923
iter 5 value 5.970299
final value 5.937720
converged

> ## 曲面を平面上に引き伸ばした尺度が構成されている
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図 6.1: 計量・非計量的方法の比較．
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6 多次元尺度構成法

6.2.2 欧州都市間データの分析
以下ではRに含まれているヨーロッパの主要 21都市間の道路距離のデータ eurodist – Distances
Between European Cities – を用いて，計量的方法での多次元尺度構成法を説明する．カーブや上
り下りなどはあるものの，与えられたデータはほぼ都市間の距離に対応しているので，このデータ
から都市の位置関係が再現できることを確認する．
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(a) 構成された尺度によるデータの表示
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(b) 実際の配置に合わせて南北を逆転
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(c) 3次元尺度構成 (第 1,2軸)
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(d) 3次元尺度構成 (第 2,3軸)

図 6.2: 計量的な多次元尺度構成法の例．

Rscript: m-eurodist.r

図 6.2 参照
> ### 多次元尺度構成法の例
> ### - Distances Between European Cities
>
> ## データの読み込み ("datasets::eudodist"を用いる)
> data(eurodist) # データセットの読み込み
> help(eurodist) # データセットの詳細を表示
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6.2 解析の事例

> class(eurodist) # クラスの確認

[1] "dist"

> ## 多次元尺度 (2次元)の構成
> mds <- cmdscale(eurodist,k=2)
> ## 構成された尺度によるデータの表示: 図 (a)
> plot(mds,type='n',asp=1,xlab="",ylab="") # 点は打たずに座標軸だけ用意
> text(mds,labels=rownames(mds),cex=.8) # 点の位置に都市名を表示
> abline(h=pretty(range(mds[,1]),10), # ガイドラインを表示
+ v=pretty(range(mds[,2]),10), col="lightgray")
> ## 実際の配置に合わせて南北を逆転: 図 (b)
> mds2 <- mds * rep(c(1,-1),each=nrow(mds))
> plot(mds2,type='n',asp=1,xlab="",ylab="")
> text(mds2,labels=rownames(mds2),cex=.8)
> abline(h=pretty(range(mds2[,1]),10),
+ v=pretty(range(mds2[,2]),10), col="lightgray")
> ## 3次元尺度構成 (第 1,2軸): 図 (c)
> mds3 <- cmdscale(eurodist,k=3) # 3次元への埋め込み
> plot(mds3,type='n',asp=1,xlab="axis 1",ylab="axis 2")
> text(mds3,labels=rownames(mds),cex=.8)
> abline(h=pretty(range(mds3[,1]),10),
+ v=pretty(range(mds3[,2]),10), col="lightgray")
> ## 3次元尺度構成 (第 2,3軸): 図 (d)
> plot(mds3[,2:3],type='n',asp=1,xlab="axis 2",ylab="axis 3")
> text(mds3[,2:3],labels=rownames(mds),cex=.8)
> abline(h=pretty(range(mds3[,2]),10), # 縦横比の関係で第 2軸を使用
+ v=pretty(range(mds3[,2]),10), col="lightgray")
> ## 不安定な高次元への埋め込みの例
> head(cmdscale(eurodist, k=20),n=3) # 指定した次元までの座標が計算できない

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6]
Athens 2290.27468 1798.8029 53.79314 -103.82696 -156.95511 54.75543
Barcelona -825.38279 546.8115 -113.85842 84.58583 291.44076 -33.04624
Brussels 59.18334 -367.0814 177.55291 38.79751 -95.62045 40.05827

[,7] [,8] [,9] [,10] [,11]
Athens 47.676821 1.241284 14.893196 -6.366664 4.818373
Barcelona 74.526719 3.766233 -225.620420 -21.270973 22.050484
Brussels -2.321218 34.351715 2.262151 -129.298820 75.568686

> ## 高次元への埋め込みの安定化
> mds4 <- cmdscale(eurodist, k=20, add=TRUE) # 対角成分に定数を付加
> head(mds4$points,n=3) # 推定された座標を表示

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6]
Athens -2683.2196 3149.7539 -202.90851 -1115.2103 547.6737 65.19030
Barcelona 1448.3279 734.8773 -71.08057 624.9848 -219.3933 -753.48947
Brussels -234.9218 -735.2044 793.71287 -210.7546 132.4086 11.19441

[,7] [,8] [,9] [,10] [,11] [,12]
Athens -194.535476 146.3996 -179.33695 21.30251 73.08983 -100.9350
Barcelona 498.744532 727.6560 -123.61508 -609.79569 383.30243 -129.3424
Brussels 7.693636 -209.6099 -41.65668 -39.46368 886.45791 153.8719

[,13] [,14] [,15] [,16] [,17] [,18]
Athens 72.1426 -178.3811 99.13696 12.20981 183.37980 -516.45791
Barcelona 811.5992 -318.9473 305.97705 -427.13053 17.47879 33.76033
Brussels -515.8785 458.4133 930.70416 -131.95665 -336.78300 -25.46899

[,19] [,20]
Athens 111.7264 -3.952537e-06
Barcelona 128.1194 2.091158e-06
Brussels 127.0957 -1.091552e-05
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6.2.3 人気のおむすびの具の分析
以下ではクラスタ分析でも使用したアンケートデータに多次元尺度構成法を適用する．データ間
の距離関係が 2次元上に自然に配置されるとは限らないので，非計量的方法を用いた分析を行う．
(omusubi.txt, omusubi.csv)

Rscript: m-omusubi.r

図 6.3 参照
> ### 多次元尺度構成法の例
> ### - おむすびに関するアンケートデータ
>
> ## パッケージの読み込み
> require(MASS)
> ## データの読み込み ("omusubi.csv"を用いる)
> raw <- read.csv(file="data/omusubi.csv",row.names=1) # データの読み込み
> scan(file="data/omusubi.txt",what=character(),sep=";") # データの説明の表示

[1] "【アンケート概要】"
[2] "【応募期間】2009年 1月 4日～2009年 2月 28日"
[3] "【応募方法】インターネット、携帯ウェブ"
[4] "【内　　容】"
[5] " Q1. おむすびを最近１週間に、何個食べましたか？ "
[6] " そのうち市販のおむすびは何個でしたか？"
[7] " Q2. おむすびの具では何が一番好きですか？"
[8] " A.梅 B.鮭 C.昆布 D.かつお E.明太子 F.たらこ Ｇ.ツナ H.その他"
[9] " Q3. おむすびのことをあなたはなんと呼んでいますか？"
[10] " A.おにぎり B.おむすび C.その他"
[11] " Q4. おむすびといえば、どういう形ですか？"
[12] " A.三角形 B.丸形 C.俵形 D.その他"
[13] "【回答者数】"
[14] " 男性 9,702人 32.0%"
[15] " 女性 20,616人 68.0%"
[16] " 総数 30,318人 100.0%"
[17] "URL: http://www.gohan.gr.jp/result/09/anketo09.html"

> ## データの内容を表示
> ## print(raw) # 全データの表示
> head(raw,n=4) # 最初の 4県を表示

ume shake kobu katsuo mentai tarako tuna etc
hokkaido 13.86 27.94 5.58 5.26 9.26 15.06 11.61 11.39
aomori 14.93 30.79 7.01 2.43 10.36 11.58 11.58 11.28
iwate 17.91 23.13 5.22 3.35 17.91 10.07 10.44 11.94
miyagi 15.16 29.50 10.00 1.66 14.83 8.83 12.83 7.16

> tail(raw,n=4) # 最後の 4県を表示

ume shake kobu katsuo mentai tarako tuna etc
oita 14.00 27.53 11.11 4.83 20.77 3.38 9.66 8.69
miyazaki 20.88 22.15 10.75 3.79 18.35 11.39 7.59 5.06
kagoshima 17.59 24.53 9.25 4.16 19.44 6.01 14.81 4.16
okinawa 19.59 22.85 7.34 2.04 15.10 4.48 11.42 17.14

> ## 非計量的多次元尺度構成法: 図 (a)
> dst <- dist(sqrt(raw)) # Hellinger距離
> mds <- isoMDS(dst) # 2次元のユークリッド座標を構成

initial value 22.204133
iter 5 value 17.117518
iter 10 value 16.586352
final value 16.561619
converged
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(a) 非計量的多次元尺度構成法
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(c) マンハッタン距離による尺度構成
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(d) 近似的な最大距離による尺度構成
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図 6.3: 非計量的な多次元尺度構成法の例．
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> ## cmdscaleとは異なり，座標は pointsに，評価値は stressに収められている
> plot(mds$points,type='n',xlab="axis 1",ylab="axis 2")
> text(mds$points,labels=rownames(mds$points),cex=.8)
> ## Shepard ダイアグラム: 図 (b)
> shprd <- Shepard(dst, mds$points)
> plot(shprd, pch = 20, col="blue",
+ xlab="Observed Dissimilarity", ylab="Estimated Distance")
> lines(shprd$x, shprd$yf, type = "S", col="red", lwd=2)
> ## マンハッタン距離による尺度構成: 図 (c)
> mds <- isoMDS(dst, p=1)

initial value 23.184467
iter 5 value 18.388929
iter 10 value 17.899787
iter 15 value 17.583486
final value 17.390699
converged

> plot(mds$points,type='n',main="p=1",xlab="axis 1",ylab="axis 2")
> text(mds$points,labels=rownames(mds$points),cex=.8)
> ## 近似的な最大距離による尺度構成: 図 (d)
> mds <- isoMDS(dst, p=10)

initial value 24.288186
iter 5 value 18.329560
iter 10 value 17.839198
iter 10 value 17.827746
iter 10 value 17.826637
final value 17.826637
converged

> plot(mds$points,type='n',main="p=10",xlab="axis 1",ylab="axis 2")
> text(mds$points,labels=rownames(mds$points),cex=.8)
> ## 3次元尺度構成: 図 (e)
> mds <- isoMDS(dst, k=3)

initial value 14.249478
iter 5 value 9.851204
iter 10 value 9.559083
final value 9.513623
converged

> opar <- par(mfrow=c(2,2),mar=c(4,4,1,1))
> plot(mds$points[,c(1,2)],type='n',
+ xlab="axis 1",ylab="axis 2", xlim=c(-2.5,2.5),asp=1)
> text(mds$points[,c(1,2)],labels=rownames(mds$points),cex=.5)
> plot.new()
> plot(mds$points[,c(1,3)],type='n',
+ xlab="axis 1",ylab="axis 3", xlim=c(-2.5,2.5),asp=1)
> text(mds$points[,c(1,3)],labels=rownames(mds$points),cex=.5)
> plot(mds$points[,c(2,3)],type='n',
+ xlab="axis 2",ylab="axis 3", xlim=c(-2.5,2.5),asp=1)
> text(mds$points[,c(2,3)],labels=rownames(mds$points),cex=.5)
> par(opar)
> ## 3次元尺度の Shepard ダイアグラム: 図 (f)
> shprd <- Shepard(dst, mds$points)
> plot(shprd, pch = 20, col="blue",
+ xlab="Observed Dissimilarity", ylab="Estimated Distance")
> lines(shprd$x, shprd$yf, type = "S", col="red", lwd=2)
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6.2 解析の事例

6.2.4 視聴率データの解析例
以下ではインターネットで公開されている視聴率データの可視化の例を示す．
データは以下のサイトから取得した．

Audience Rating TV

また，整理したものは以下から取得できる．

artv.zip
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図 6.4: 視聴率の変遷による番組の分析例．

Rscript: m-artv.r

図 6.4 参照
> ## パッケージの読み込み
> require(MASS)
> ## データの読み込み
> files <- list.files(path="data/artv")
> mylist <- list()
> for(fn in files){ # data 内にある全ファイルを読み込む
+ mylist[[fn]] <-
+ read.csv(file=paste("data/artv",fn,sep="/"),
+ na.string="-")
+ }
> ## データは以下のサイトのものを利用した．(2019/09/30)
> ## http://artv.info
>
> ## データの集計のための関数
> myfun <- function(df){ # 1行ごとに処理
+ tmp <- data.frame(t(apply(df,1,mysubfun)))
+ rownames(tmp) <- df[,3]
+ return(tmp)
+ }
> mysubfun <- function(x){
+ tmp <- min(which(names(x)=="平均"),
+ which(is.na(x))) # データの末端
+ return(as.numeric(x[c(4:6, # 初回から 3回
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6 多次元尺度構成法

+ floor((4+tmp)/2)+(-1:1), # 真ん中 3回
+ tmp-(3:1))])) # 最終回までの 3回
+ }
> ## 長さを揃えるため，初回から 3回，真ん中 3回，最終回前の 3回を取得
> ## 番組によっては重複している回があるが，これらを比較して距離を定義する
> ## 全データを整理
> mydata <- lapply(mylist,myfun)
> names(mydata) <- NULL # リストの名前を削除
> mydata <- do.call(rbind,mydata)
> ## 距離の計算，平均からの変動をマンハッタン距離で比較
> dst <- dist(mydata-rowMeans(mydata),method="manhattan")
> ## 別の距離の例
> ## 前の回との差分 (増減)に着目する場合
> ## dst <- dist(t(apply(mydata,1,diff)),method="manhattan")
>
> ## 平均視聴率が高い番組のみ使う場合
> ## dst <- dist((mydata-rowMeans(mydata))[rowMeans(mydata)>8,],
> ## method="manhattan")
>
> ## 非計量的 MDSを利用
> mds <- isoMDS(dst)

initial value 26.190517
iter 5 value 19.934626
iter 10 value 19.019098
iter 15 value 18.803410
iter 20 value 18.592543
iter 20 value 18.585771
iter 20 value 18.583046
final value 18.583046
converged

> ## 全体図の表示: 図 ()
> par(family="HiraMaruProN-W4")
> plot(mds$points,
+ xlab="axis 1", ylab="axis 2", type="n",
+ main="全体図")
> text(mds$points,labels=rownames(mydata),
+ col=ifelse(rowMeans(mydata)>8,"red","blue"))
> ## 中心部の表示: 図 ()
> plot(mds$points, xlim=c(-5,5),ylim=c(-5,5),
+ xlab="axis 1", ylab="axis 2", type="n",
+ main="中心部")
> text(mds$points,labels=rownames(mydata),
+ col=ifelse(rowMeans(mydata)>8,"red","blue"))
>

140



時系列解析 7
7.1 時系列のモデル
ある時間区間に渡り記録された観測値の系列を時系列と呼ぶ．単
なる観測値の集合ではなく，時間軸に沿って並べられた観測デー
タの関係性が重要であり，それをどのように記述するかが時系列
解析の目的となる．
統計における時系列の分析では，何らかの確率過程 (時間を添
字として持つ確率変数列; X(t), t = . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . )を用
いてデータをモデル化し，解析を行うことになる．代表的なモデ
ルとしては，自己回帰過程 (AR)，移動平均過程 (MA),自己回帰
移動平均過程 (ARMA)などがある．以下にいくつかの簡単な確率
過程をまとめる (定常過程・非定常過程の定義については次節を
参照のこと)．

7.1.1 白色雑音
最も単純な定常過程．

X(t) = ε(t)

ただし ε(t)は以下の性質を満す確率変数である．

E(ε(t)) = 0

V (ε(t), ε(s)) = σ2δ(t− s)

特に ε(t)が正規分布に従うとき，白色ガウス雑音という．なお，
以下の説明で現れる ε(t)は白色ガウス雑音とする．

7.1.2 トレンドのある確率過程
平均値が時間とともに変動する典型的な非定常過程．

X(t) = µ+ α× t︸ ︷︷ ︸
トレンド

+ε(t)

ここでは 1次式のトレンドを考えているが，高次の多項式や非線
形関数 (指数関数，対数関数など)を考えることもある．

7.1.3 ランダムウォーク
分散が時間とともに変動する非定常過程の一つ．

X(t) = X(t−1) + ε(t)

ランダムウォークは最も単純な構造の非定常過程であるが，その
階差 Y (t) = X(t)−X(t−1)は定常過程になるので，時系列のモ
デルとしては基本的で重要なモデルである．
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7.1.4 次数 1の自己回帰過程 (AR(1))

|a| < 1なら定常過程，それ以外なら非定常過程．

X(t) = aX(t−1) + ε(t)

ランダムウォークを一般化したものとして捉えることができる．

7.1.5 自己回帰移動平均過程 (ARMA(p, q))

係数に依存して定常・非定常の性質は変化する．

X(t) = a(0) + a(1)X(t−1) + · · ·+ a(p)X(t− p)

+ b(1)ε(t−1) + · · ·+ b(q)ε(t− q) + ε(t)

時系列の時間構造を考える上で基本となるモデルである．次数 p
の自己回帰過程 (AR過程)はAR(p) = ARMA(p, 0)，次数 qの移
動平均過程 (MA過程)はMA(q) = ARMA(0, q)である．

7.1.6 一般化自己回帰条件付分散変動過程 (GARCH(p, q))

係数に依存して定常・非定常の性質は変化する．

X(t) = σ(t)ε(t)

σ(t)2 = α(0) + α(1)X(t−1)2 + · · ·+ α(q)X(t− q)2

+ β(1)σ(t−1)2 + · · ·+ β(p)σ(t− p)2

時系列の分散が，自己回帰モデルに従って変動するモデルで，金
融時系列などのモデルに使われることが多い．なお GARCHは
generalized autoregressive conditional heteroskedasticity の略語
である．次数 qの自己回帰条件付分散変動過程 (ARCH過程)は
ARCH(q) = GARCH(0, q)である．

例 7.1. 以下のようにしていくつかの確率過程を作ってみることが
できる (図 7.1参照)．

1 ### いくつかの確率過程を擬似乱数で生成する
2
3 ##
4 T <- 1000 # 時系列の長さ
5 ## 白色ガウス雑音 (平均 0,分散 1)
6 x.wn <- ts(rnorm(T,mean=0,sd=1))
7
8 ## トレンドのある確率過程 X(t)=1+0.01*t+wn
9 x.tr <- ts(1+0.01*(1:T)+rnorm(T))
10
11 ## ランダムウォーク
12 x.rw <- ts(cumsum(rnorm(T,mean=0,sd=1)))
13 ## 漸化式に従って作る場合には以下のようにする
14 ## x.rw <- double(T) # 長さ Tの配列を確保
15 ## x.rw[1] <- rnorm(1,mean=0,sd=1) # 初期値をランダムに生
成

16 ## for(t in 2:T) { # 漸化式に従って時系列を生成
17 ## x.rw[t] <- x.rw[t-1] + rnorm(1,mean=0,sd=1)
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18 ## }
19 ## x.rw <- ts(x.rw) # ts classに変換
20 ##
21
22 ## AR(2),MA(2),ARMA(2,2)
23 a0 <- 0
24 a <- c(0.8,-0.5) # ARの係数
25 b <- c(0.6,0.3) # MAの係数
26 e <- rnorm(T) # 雑音系列
27 x.arma <- double(T) # 長さ Tの配列を確保
28 x.arma[1:2] <- rnorm(2,mean=0,sd=1) # 初期値をランダムに
生成

29 for(t in 3:T) {
30 x.arma[t] <-
31 a0 + a %*% x.arma[t-(1:2)] + b %*% e[t-
(1:2)] + e[t]

32 }
33 x.arma <- ts(x.arma)
34 ##
35 x.ar <- double(T)
36 x.ar[1:2] <- rnorm(2,mean=0,sd=1)
37 for(t in 3:T) {
38 x.ar[t] <- a0 + a %*% x.arma[t-(1:2)] + e[t]
39 }
40 x.ar <- ts(x.ar)
41 ##
42 x.ma <- double(T)
43 x.ma[1:2] <- rnorm(2,mean=0,sd=1)
44 for(t in 3:T) {
45 x.ma[t] <- b %*% e[t-(1:2)] + e[t]
46 }
47 x.ma <- ts(x.ma)
48
49 ## ARCH(2)
50 a0 <- 0.1
51 a <- c(0.5,0.2) # ARCHの係数
52 e <- rnorm(T) # 雑音系列
53 x.arch <- double(T) # 長さ Tの配列を確保
54 x.arch[1:2] <- rnorm(2,mean=0,sd=1) # 初期値をランダムに
生成

55 for(t in 3:T) {
56 x.arch[t] <- e[t]*sqrt(a0+a %*% x.arch[t-(1:2)]^2)
57 }
58 x.arch <- ts(x.arch)
59
60 ## いくつか表示してみる
61 ts.plot(x.wn,x.tr,x.rw,x.arma,x.arch,col=2:6,
62 main="various random processes")
63 legend("topleft",inset=.05,
64 legend=c("white noise","trend","random walk",
65 "ARMA(2,2)","ARCH(2)"), col=2:6,lty=1,lwd=2)
66 ## 同じ雑音系列による AR,MA,ARMA
67 ts.plot(x.arma,x.ar,x.ma,col=2:4,
68 main="random processes with identical noise")
69 legend("topleft",inset=.05,
70 legend=c("ARMA(2,2)","AR(2)","MA(2)"),
71 col=2:4,lty=1,lwd=2)
72 ## 自己相関関数を比較
73 opar <- par(mfrow=c(3,1))
74 acf(x.arma)
75 acf(x.ar)
76 acf(x.ma)
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77 par(opar)
78 ## lag plot を比較
79 lag.plot(x.arma,lags=4)
80 lag.plot(x.ar,lags=4)
81 lag.plot(x.ma,lags=4)

(tsa-ex1.r)

7.2 定常性
7.2.1 弱定常性と強定常性
時系列の性質を考える上で重要な概念の 1つに定常性がある．

定義 7.2. 確率過程X(t)の分布が時刻 tによらないとき，強定常
であるという．

強定常性の概念は自然ではあるが，相関などの 2次の統計量に
基づく実際の分析においては強すぎる条件であるので，通常は以
下の弱い意味での定常性を用いる．

定義 7.3. 確率過程X(t)が

E(X(t)) = µ, (平均が時間によらない)

V (X(t)) = σ2, (分散が時間によらない)

V (X(t), V (s)) = γ(t− s), (共分散は時差のみによる)

という性質を持つとき弱定常であるという．

非定常な系列は時間とともに確率過程を記述するパラメタが変化
して扱いが難しくなる．例えば，先に述べたようにランダムウォー
クは単純な構造の非定常過程であるが，以下のような実験で非定
常性が弊害を持つことが確かめられる．

例 7.4. 2つのランダムウォークは独立であるにも関わらず，多く
の場合見せ掛けの強い相関を持つことが知られている．

1 ### 非定常系列における擬相関
2
3 ## 独立な 2つのランダムウォークを作る
4 T <- 1000 # 時系列の長さ
5 rw1 <- ts(cumsum(rnorm(T)))
6 rw2 <- ts(cumsum(rnorm(T)))
7 ## 表示
8 ts.plot(rw1,rw2,col=c("red","blue"),
9 main="two independent random walks")
10 ## 相関係数を計算
11 cor(rw1,rw2)
12 ## 相関関数を表示
13 ccf(rw1,rw2,lag=500,
14 main="cross correlation of two random walks")
15 ## 差分の相関関数を表示
16 ccf(diff(rw1),diff(rw2),lag=500,
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7.2 定常性

various random processes
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7 時系列解析
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図 7.2: 2つの独立なランダムウォーク (左上)とその相関関数 (右
上)，差分の相関関数 (左下)，Monte Carlo法により求め
た相関係数の分布 (右下)．

17 main="cross correlation of differences")
18
19 ## Monte Carlo法により相関係数の分布を求める
20 ## (いくつものランダムウォークで相関係数を計算)
21 B <- 10000 # Monte Carlo法の実験回数
22 rwcor <- double(B)
23 for (b in 1:B) {
24 rwcor[b] <- cor(cumsum(rnorm(T)),cumsum(rnorm(T)))
25 }
26 ## 相関関数の分布を表示
27 hist(rwcor,freq=FALSE,
28 main="distribution of independent random walk correlation",
29 xlab="correlation coefficient")
30 lines(density(rwcor),col="blue",lwd=2)

(tsa-ex2.r)

このように，非定常性な系列同士で相関などを考えてもあまり
意味のない関係しか出てこないことがあるので，分析においては
後述するように何らかの形で非定常な系列の中の定常な部分を切
り出して解析を進める必要がある．こうした操作は定常化と呼ば
れる．
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7.3 時系列の定常化

7.3 時系列の定常化
7.3.1 差分による定常化
現実にある多くの時系列は非定常であるが，こうした時系列でも
ランダムウォークのような比較的単純な構造の非定常性である場
合が多く，差分や対数差分を取ることによって定常な系列に (疑
似的に)変換することができる．
例えば時系列がランダムウォークの場合

X(t) = X(t−1) + ε(t)

と表されるが，確率過程 ε(t)が定常であれば階差

Y (t) = X(t)−X(t−1) = ε(t)

が定常となることは明らかである．確率過程 ε(t)がランダムウォー
クで表される非定常過程の場合にはさらにもう一度階差を取れば
定常となることがわかる．このように必要であれば高階差分を行
うことによって定常化が行われる場合もある．
また，現在の信号の大きさに比例して変動が加わる時系列

X(t) = X(t−1)(1 + ε(t))

を考えよう．確率過程 ε(t)が定常な場合には，対数変換を行った
上で階差を取ると

Y (t) = logX(t)− logX(t−1) = log(1 + ε(t))

となり，Y (t)は定常となることがわかる．ここで ε(t)が十分小さ
いとすれば

Y (t) = log(1 + ε(t)) ' ε(t)

と近似でき，対数差分によって確率過程 ε(t)を取り出していると
考えることができる．

例 7.5. 実際の金融データ (欧州・独株式指標)は経済成長ととも
に変化していく (図 7.3:左上) 典型的な非定常系列である．

1 ### 差分・対数差分による定常化の例
2
3 ## 欧州の市場データを利用する
4 data(EuStockMarkets)
5 dax <- EuStockMarkets[,1] # DAXのデータのみ取り出す
6 ## データの表示
7 ts.plot(dax,col="blue",lwd=2,main="DAX stock index")
8 lag.plot(dax,9)
9 acf(dax,lag.max=250)
10
11 ## 対数変換したデータの表示
12 ts.plot(log(dax), col="blue",lwd=2,
13 main="DAX stock index (log transformed)")
14 lag.plot(log(dax),9)
15 acf(log(dax),lag.max=250)
16
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7 時系列解析

17 ## 差分による定常化
18 ddax <- diff(dax)
19 ts.plot(ddax,col="red",main="differences of DAX")
20 lag.plot(ddax,9)
21 acf(ddax,lag.max=250)
22
23 ## 対数差分による定常化
24 dldax <- diff(log(dax))
25 ts.plot(dldax,col="red",main="differences of log(DAX)")
26 lag.plot(dldax,9)
27 acf(dldax,lag.max=250)

(tsa-ex3.r)

差分による定常化では，平均の変動分を取り除くことはできる
が時間とともに大きくなる分散の変動を取り除くことはできない
(図 7.4:左上の 3つの図)が，対数変換したあとに差分をとることに
よって定常化されている (図 7.4:右下の 3つの図) ことがわかる．
これは各時刻の指標の大きさに比例するような変動が加わってい
るから (株価が金額の絶対値で変動するというより，株価の比率
で変動すると考える方が自然) と考えることができる．

7.3.2 トレンドと季節成分の分解
時系列の中には，時間の発展とともに確定的に増減する変動を含
んでいるものがあるが，こうした成分を一般にトレンドという．
また，年間の日射量のように季節によって毎年ほぼ同じで，1年
周期で変動する成分が含まれているものがある．これを季節成分
と呼ぶ．これらが組み合わされて

(時系列) = (トレンド) + (季節成分) + (確率過程)

と表される現実の時系列は数多くある．
トレンドが時間の線形関数であれば差分によって，2次関数で
あれば 2階差分によって取り除くことができる．また季節成分は
周期分ずらした時系列を平均化することによって推定し，これを
引くことでほぼ取り除くことができる．解析においては，3種類
の成分に分解してから個々の成分の性質について考察し，分析を
行う場合も多い．

例 7.6. 前例と同じ金融データおよびCO2データをトレンド，季
節成分，確率変動分に分解する．そのまま分解した場合と，対数
変換して分解したものでは，結果が異なることに注意する．

1 ### 時系列の分解 (トレンド・季節成分・確率変動)
2
3 ## Daily Closing Prices of Major European Stock Indices, 1991
– 1998
4 data(EuStockMarkets)
5 dax <- EuStockMarkets[,1] # DAXのデータのみ取り出す
6 ts.plot(dax,col="darkgreen",lwd=2,main="DAX stock index") # デー
タの表示
7
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図 7.3: 差分・対数差分による非定常系列の定常化: DAX(独株式
指標)データ，右上:対数変換したデータ．

149



7 時系列解析
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図 7.4: 差分による定常化，対数差分による定常化．
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7.4 確率過程の性質の検定

8 ## 時系列の分解
9 dax.dc <- decompose(dax)
10 ## summary(dax.dc) # 分解したデータ構造の確認する場合
11 ldax.dc <- decompose(log(dax)) # 対数変換をして表示
12 ## summary(ldax.dc)
13
14 ## 分解したトレンド成分の比較
15 ts.plot(dax.dc$trend,exp(ldax.dc$trend),col=c("blue","red"),lwd=2,
16 main="decomposed trends")
17 legend("topleft",inset=.05,
18 legend=c("trend of DAX","trend of log(DAX)"),
19 col=c("blue","red"),lty=1,lwd=2)
20
21 ## 分解したデータの表示
22 plot(dax.dc,col="darkgreen")
23 plot(ldax.dc,col="darkgreen")
24
25 ## Mauna Loa Atmospheric CO2 Concentration
26 data(co2)
27 ts.plot(co2,col="darkgreen",lwd=2,
28 main="Mauna Loa Atmospheric CO2 Concentration") # デー
タの表示

29
30 ## 分解したデータの表示 (別の方法)
31 plot(stl(co2,"periodic"),col="darkgreen")
32
33

(tsa-ex4.r)

7.4 確率過程の性質の検定
定常性などの時系列の性質を確認するには，視覚化と検定が重要
である．各系列がどのような性質を持っているかを調べるために，
以下のようないくつかの検定方法が提案されている．

7.4.1 単位根検定
時系列モデルとして AR(1)を仮定したときに単位根 (a1 = 1)を
持つかどうかを検定する方法を単位根検定という．単位根はラン
ダムウォークに対応するので，ランダムウォーク様の非定常性を
持つかどうかを検定していることになる．実際のデータにおいて
はAR(1)という仮定は強すぎることが多いため，AR(p)を仮定し
て a1 = 1を検定する

• Phillips-Perron検定 (PP test)

• Augmented Dickey-Fuller検定 (ADF test)

などが用いられる．

7.4.2 独立性の検定
時系列の各時刻での値が独立性を持つかどうか検定する方法として

• Box-Pierce検定
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解結果．
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7.4 確率過程の性質の検定

• Box-Ljung検定

などがある．ARMAモデルを当て嵌めて推定した雑音の系列の白
色性を確認するなどに用いる．

7.4.3 独立性の検定
時系列が正規性を持つかどうか検定する方法として

• Jarque-Bera検定

がある．

7.4.4 定常性の検定
時系列が定常性を持つかどうか検定する方法として

• Kwiatkowski-Phillips-Schnidt-Shin検定 (KPSS test)

がある．単位根検定とは異なり，帰無仮説は定常な系列であるこ
とである．またトレンドありの定常性 (平均は変動するが，分散
が一定) の検定も行うことができる．

例 7.7. パッケージ tseriesを用いると，確率過程の基本的な性
質を調べるこれらの検定を行うことができる．

1 ### 確率過程の性質の検定
2
3 ## パッケージの読み込み
4 require(tseries)
5
6 ## いくつかの確率過程を用意
7 T <- 200 # 時系列の長さ
8 wn <- ts(rnorm(T)) # 白色雑音 (正規分布)
9 wn2 <- ts(c(rnorm(T/2),runif(T/2))) # 正規分布から一様分
布に切り替わる

10 wn3 <- ts(runif(T)) # 白色雑音 (一様分布)
11 rw <- ts(cumsum(rnorm(T))) # ランダムウォーク
12 tr <- 0.1*(1:T)+rnorm(T) # トレンドのある過程
13 ts.plot(wn,wn2,wn3,rw,tr,col=2:6)
14 legend("topleft",inset=.05,
15 legend=c("white (Gauss)","white (switch)","white (unif)",
16 "random walk","trend"),col=2:6,lty=1,lwd=2)
17
18 ## 単位根検定 (ランダムウォークの検定)
19 ## Phillips-Perron検定
20 pp.test(wn) # 単位根を持たない (ランダムウォークではない)
21 pp.test(rw) # 単位根を持つ (ランダムウォーク)
22 ## Augmented Dickey-Fuller検定
23 adf.test(wn) # 単位根を持たない (ランダムウォークではない)
24 adf.test(rw) # 単位根を持つ (ランダムウォーク)
25
26 ## Box-Pierce/Box-Ljung検定 (独立性の検定)
27 Box.test(wn,lag=1) # 独立性を受容 (各時刻で独立)
28 Box.test(rw,type="Ljung") # 独立性を棄却 (独立でない)
29
30 ## Jarque-Bera検定 (正規性の検定)
31 jarque.bera.test(wn) # 正規性を受容 (正規ノイズ)
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7 時系列解析

32 jarque.bera.test(wn3) # 正規性を棄却 (一様ノイズ)
33 jarque.bera.test(rw) # 正規性を受容 (正規ノイズだが非定常)
34
35 ## Kwiatkowski-Phillips-Schnidt-Shin検定 (定常性の検定)
36 kpss.test(wn) # 定常性を受容 (定常過程)
37 kpss.test(wn2) # 定常性を棄却 (定常過程)
38 kpss.test(rw) # 定常性を棄却 (分散が変動する非定常過程)
39 kpss.test(tr) # 定常性を棄却 (平均が変動する非定常過程)
40 kpss.test(tr,null="Trend") # トレンドを除けば定常 (帰無仮
説がトレンドあり)

(tsa-ex5.r)

7.5 解析の事例
7.5.1 ARモデルの適用例
自己回帰モデルAR(p)

X(t) = a(1)X(t−1) + · · ·+ a(p)x(t− p) + ε(t),

を推定するためには，パッケージ statsの中に関数 arが用意され
ている．ここではデータ EuStockMarkets — Daily Closing Prices
of Major European Stock Indices, 1991–1998 —の中のDAXデー
タ (独株式指標)を例として解析と予測を行う．元のままのデータ
のみならず，対数を取る，差分を取るなどさまざまな前処理を行っ
た例を示す．

1 ### ARモデルの適用例
2 ### - Daily Closing Prices of Major European Stock Indices, 1991-
1998
3
4 require(tseries)
5
6 ## データの整理
7 ldax <- log(EuStockMarkets[,"DAX"]) # DAX データを取り出
す
8 ld <- window(ldax, # 過去のデータを切り出す
9 start=c(1993,1),end=c(1997,260))
10 lp <- window(ldax, # 未来のデータを切り出す
11 start=c(1998,1),end=c(1998,260),extend=T)
12 ## 2つのデータを並べて表示する
13 seqplot.ts(ld,lp,colx="blue",coly="red",main="DAX")
14
15 ## ARモデルの作成例
16 (ld.ar <- ar(ld,method="ols"))
17 attributes(ld.ar) # モデルの持っている属性の表示
18 ld.ar$order # 推定された次数
19 ld.ar$ar # AR係数
20 ld.ar$aic # 次数選択に用いられた AICの値
21 ## AICの値をグラフとして表示
22 plot(as.table(ld.ar$aic),type="l",col="blue")
23
24 ## 推定されたモデルを用いて予測を行う
25 p1 <- predict(ld.ar,ld,n.ahead=length(lp))
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図 7.7: ARモデルによる解析の例 (その 2)．

156



7.5 解析の事例

26 seqplot.ts(ld,lp,colx="blue", coly="red",main="log(DAX)")
27 lines(p1$pred,col="green") # 予測
28 lines(p1$pred+p1$se,col="cyan") # 予測の誤差 (1 sigma)
29 lines(p1$pred-p1$se,col="cyan")
30
31 ## 次数を指定してモデルを作る
32 (ld.ar10 <- ar(ld,method="ols",aic=F,order.max=10))
33 ld.ar10$ar # AR係数
34 p2 <- predict(ld.ar10,ld,n.ahead=length(lp))
35 seqplot.ts(ld,lp,colx="blue", coly="red",main="log(DAX)")
36 lines(p2$pred,col="green") # 予測
37 lines(p2$pred+p2$se,col="cyan") # 予測の誤差 (1 sigma)
38 lines(p2$pred-p2$se,col="cyan")
39
40 ## 差分を取って定常化してモデルを作る
41 dld <- diff(ld)
42 dlp <- diff(lp)
43 (dld.ar <- ar(dld,method="mle"))
44 dld.ar$order # 選択された次数の確認
45 dld.ar$ar # AR係数の表示
46 p3 <- predict(dld.ar,dld,n.ahead=length(dlp))
47 seqplot.ts(dld,dlp,colx="blue", coly="red",main="diff(log(DAX))")
48 lines(p3$pred,col="green") # 予測
49 lines(p3$pred+p3$se,col="cyan") # 予測の誤差 (1 sigma)
50 lines(p3$pred-p3$se,col="cyan")
51
52 ## 差分を元に戻して表示する
53 seqplot.ts(ld,lp,colx="blue", coly="red",main="log(DAX)")
54 p3pr <- diffinv(p3$pred,xi=ld[length(ld)]) # 差分を逆算
する

55 p3se <- sqrt(diffinv(p3$se^2)) # 分散を累積する
56 lines(p3pr,col="green") # 予測
57 lines(p3pr+p3se,col="cyan") # 予測の誤差 (1 sigma)
58 lines(p3pr-p3se,col="cyan")
59 ## 時系列の分解 (stl()と decompose()がある)
60 plot(stl(ld,s.window=130, # 季節変動の長さ (半年) cf. 1年
=260日

61 t.window=40, # トレンド推定の窓の長さ (8週)
62 t.jump=1))
63 plot(sld <- stl(ld,"per",robust=T)) # 季節変動を 1 年周期
とする分解

64 summary(sld)
65 sld$time.series[1:10,] # 最初の 10日分のデータを表示
66 (se.ar <- ar(sld$time.series[,"seasonal"],method="ols"))
67 (tr.ar <- ar(sld$time.series[,"trend"],method="ols"))
68 (re.ar <- ar(sld$time.series[,"remainder"],method="ols"))
69 p4se <- predict(se.ar,sld$time.series[,"seasonal"],n.ahead=length(lp))
70 p4tr <- predict(tr.ar,sld$time.series[,"trend"],n.ahead=length(lp))
71 p4re <- predict(re.ar,sld$time.series[,"remainder"],n.ahead=length(lp))
72
73 ## 分解結果に予測を継いで表示
74 seqplot.ts(sld$time.series,ts.union(p4se$pred,p4tr$pred,p4re$pred))
75
76 ## 各予測結果を統合して表示
77 seqplot.ts(ld,lp,colx="blue", coly="red",main="log(DAX)")
78 p4 <- p4se$pred+p4tr$pred+p4re$pred
79 p4e <- sqrt(p4se$se^2+p4tr$se^2+p4re$se^2)
80 lines(p4,col="green") # 予測
81 lines(p4+p4e,col="cyan") # 予測の誤差 (1 sigma)
82 lines(p4-p4e,col="cyan")
83
84 ## 多次元確率過程モデルによる各成分の予測
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85 msld.ar <- ar(sld$time.series,method="ols",order.max=5)
86 p5 <- predict(msld.ar,sld$time.series,
87 n.ahead=length(lp),se.fit=F) # 不安定
88 seqplot.ts(sld$time.series,p5)
89
90 ## 予測結果を統合して表示する
91 seqplot.ts(ld,lp,colx="blue", coly="red",main="log(DAX)")
92 p6 <- ts(rowSums(p5),start=start(p5),end=end(p5),
93 frequency=frequency(p5))
94 lines(p6,col="green") # 予測

(tsa1.r)

7.6 トレンドと季節成分を含むデータの分析例
差分を d回取って定常になる過程を次数 dの和分過程 (integrated
process)と言うが，d回差分がARMA(p, q)となる過程が自己回
帰和分移動平均モデルARIMA(p, d, q)である．パッケージ stats

には関数 arのほかに関数 arimaが用意されており，ARMAモデ
ルを含むより一般的なARIMAモデルの推定を行うことができる．
季節成分を考慮した ARIMA モデルは SARIMA モデルと呼
ばれることもあるが，arimaの seasonalオプションを用いるこ
とによって推定することができる．標準データセットに含まれ
る AirPassengers – Monthly Airline Passenger Numbers 1949-
1960 – に対して

田中勝人，現代時系列分析，岩波書店 (2006)

の「ARIMAモデルと SARIMAモデル」の項の解析の流れに沿っ
て行うと以下のようになる．

1 ### ARIMAモデルによる AirPassengersデータの予測
2
3 ## AirPassengersデータの読み込み
4 data(AirPassengers)
5 tsp(AirPassengers) # データの時間に関する情報を表示 (月ごと
のデータ)
6 plot(AirPassengers,col="blue") # データの表示
7 plot(log(AirPassengers),col="blue") # 対数変換データの表
示
8 ## 対数変換により分散変動が安定化していることがわかる
9
10 ## 以下では対数変換したデータを扱う
11 ap <- log(AirPassengers) # 省略名 (ap)に代入しておく
12
13 ## まずトレンドについて考察する
14 kpss.test(ap) # 定常か？-> 棄却される (当然定常でない)
15 pp.test(ap) # ランダムウォーク的な非定常性か？-> 棄却される
16 kpss.test(ap,null="Trend") # トレンドを除けば定常か？-> 棄
却されない

17 ## 非定常性の大きな要素はトレンドらしいことが予想される
18 plot(diff(ap),col="blue")
19 ## 一回階差を取ることによりトレンドは除去されているように見
える

20 kpss.test(diff(ap)) # 定常性の検定 -> 棄却されない
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図 7.9: ARIMAモデルによる解析の例 (その 2)．
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7.6 トレンドと季節成分を含むデータの分析例

21 ## 自己相関関数と偏自己相関関数を調べてみる
22 opar <- par(mfrow=c(2,1))
23 acf(diff(ap))
24 pacf(diff(ap))
25 par(opar)
26 ## lag=1(1年)ごとに強い相関があることがわかる -> 季節成分
の存在を示唆

27
28 ## 季節成分について考察する
29 ## 12ヶ月で階差を取って同様に調べてみる
30 plot(diff(diff(ap),lag=12),col="blue")
31 opar <- par(mfrow=c(2,1))
32 acf(diff(diff(ap),lag=12))
33 pacf(diff(diff(ap),lag=12))
34 par(opar)
35 ## lag=1/12,3/12,1 (1ヶ月，3ヶ月，1年)に相関が残っている
36 jarque.bera.test(diff(diff(ap),lag=12)) # 正規か？-> 棄
却されない

37 ## 1ヶ月と 12ヶ月で階差を取った時系列は
38 ## 1ヶ月と 3ヶ月と 12ヶ月に相関のある正規分布の系列と考える
ことができる

39
40 ## ARIMAモデルの作成
41 ## diff(diff(ap),lag=12) =
42 ## MA(12(た だ し 係 数 は{1,3,12}が 重
要)), ARMA(1,12{1,3,12})

43 ## あたりを考える必要がありそう
44 ## 季節成分による ARMA項の指定は seasonalオプションを用いる
45 ## 例えば seasonal=list(order=c(0,1,2),period=12) で
46 ## 差分= e(t) + b(12)*e(t-12) + b(24)*e(t-24) のモデルを
当てはめる

47 ## なお，orderと seasonal/orderで指定する差分によって
48 ## 1ヶ月階差と 12ヶ月階差を取ることに注意する
49 arima(ap,order=c(0,1,1),seasonal=list(order=c(0,1,0),period=12))
50 arima(ap,order=c(0,1,2),seasonal=list(order=c(0,1,0),period=12))
51 arima(ap,order=c(0,1,3),seasonal=list(order=c(0,1,0),period=12))
52 arima(ap,order=c(0,1,1),seasonal=list(order=c(0,1,1),period=12))
53 arima(ap,order=c(0,1,2),seasonal=list(order=c(0,1,1),period=12))
54 arima(ap,order=c(0,1,3),seasonal=list(order=c(0,1,1),period=12))
55 arima(ap,order=c(1,1,0),seasonal=list(order=c(0,1,1),period=12))
56 arima(ap,order=c(1,1,1),seasonal=list(order=c(0,1,1),period=12))
57
58 ## これらの中で AIC最小のモデルで予測を行う
59 model <- arima(ap,order=c(0,1,1),
60 seasonal=list(order=c(0,1,1),period=12))
61 tsdiag(model) # 念のためモデルの診断図を見ておく
62 tmp <- predict(model,n.ahead=36)
63 pr <- tmp$pred # 予測値
64 se <- tmp$se # 予測誤差の標準偏差
65 seqplot.ts(ap,pr,colx="blue",coly="red",
66 ylab="log(passengers)")
67 lines(pr+se,col="orange");lines(pr-se,col="orange")
68 ## もとのデータの空間に戻してみる
69 seqplot.ts(exp(ap),exp(pr),colx="blue",coly="red",ylab="passengers")
70 lines(exp(pr+se),col="orange");lines(exp(pr-
se),col="orange")

71
72 ## 実際の解析では上のような予測を行う訳であるが
73 ## 予測の可否を評価するために，データを分割して処理してみる
74 past <- window(ap,end=c(1957,12))
75 future <- window(ap,start=c(1958,1))
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7 時系列解析

76 model <- arima(past,order=c(0,1,1),
77 seasonal=list(order=c(0,1,1),period=12))
78 tsdiag(model) # 念のためモデルの診断図を見ておく
79 tmp <- predict(model,n.ahead=length(future))
80 pr <- tmp$pred # 予測値
81 se <- tmp$se # 予測誤差の標準偏差
82 seqplot.ts(past,future,colx="blue",coly="darkgreen")
83 lines(pr,col="red")
84 lines(pr+se,col="orange");lines(pr-se,col="orange")
85 ## もとのデータの空間に戻してみる
86 seqplot.ts(exp(past),exp(future),colx="blue",coly="darkgreen")
87 lines(exp(pr),col="red")
88 lines(exp(pr+se),col="orange");lines(exp(pr-
se),col="orange")

(tsa5.r)

時系列解析に関する成書は数多く出ているので，様々な事例を
参考にしながら実際の解析について習熟するのが望ましいと思わ
れる．
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